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Prefacio
�

Este do cumento fue escrito p or Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > ( http://

www.mendozza.org/sergio ).

�

Estas notas de curso que yo escrib�� primeramente para el curso de \Gravitaci�on As-

trof��sica" en el 2001 han sido mo di�cadas y aumentadas para tener su forma actual basadas

en el curso de \Astrof��sica Relativista" que impart�� en el 2003 y 2004. Estas clases fueron

impartidas en la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Aut�onoma de M�exico

(UNAM).

Este escrito fue hecho utilizando LaTeX ( http://www.tug.org ). To do el software utili-

zado fue software libre ( http://www.gnu.org ) corriendo en computadoras con arquitectura

i386 con el sistema op erativo Debian GNU/Linux ( http://www.debian.org ).

Diversas versiones de este do cumento (incluyendo las gr�a�cas en colores -si es que est�as

viendo este do cumento en blanco y negro, as�� como ex�amenes del curso y dem�as) pueden

encontrarse en http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion . To do este do cumento

(excepto algunas im�agenes en donde se menciona expl��citamente lo contrario) es Copyright

c


 Sergio Mendoza y est�a basado en las ideas de lib ertad de Copyright para una mejor

ense ~nanza y educaci�on (ver la secci�on Copyright).

Cualquier sugerencia y correcciones sobre las notas ser�a bienvenida para su inclusi�on.

Las horas, d��as, semanas, meses y a ~nos que pase escribiendo estas notas fui ap oyado (y

tambi�en sop ortado) inmensamente p or to dos los miembros de mi familia, desde mis padres

Sergio y Maricela hasta to dos mis hermanos, Marisela, Adri�an, Arturo, Rob erto, Isab el y

Ricardo. Aunque quiz�as nunca se hayan p ercatado, su presencia en alg �un momento durante

este tiemp o fue muy valiosa para hacerme aclarar mis ideas y darme fortaleza para p o der

concluirlas.

Los comentarios y criticas (en o casiones bastante severas) hechas p or mis estudiantes

Juan Carlos Hidalgo, Cesar Lop ez, Hugo Olivares, Mart��n Huarte, Eliu Huerta, Luis Torres

y Yetli Rosas fueron absolutamente indisp ensables para p o der continuar y mejorar estas

notas.

Finalmente quiero mencionar que cada vez que observo estas notas pienso que deb e

hab er m�as material p or agreg�arseles. Esto es semejante al sentimiento de la investigaci�on

misma: <nunca termina! Sin embargo, estas notas tienen que tener un �nal, sobre to do
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p orque su �nalidad es las de un curso en un semestre impartido en tres horas semanales,

durante 12 semanas.

Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org >

http://www.mendozza.org/sergio

Instituto de Astronom��a

Universidad Nacional Aut�onoma de M�exico

Ciudad Universitaria

Distrito Federal

M�exico

�

Ultima Mo di�caci�on: Lun Nov 26 22:53:33 UTC 2007
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 2001 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > ( http://www.mendozza.

org/sergio ). Permission is granted to copy, distribute and/or mo dify this do-

cument under the terms of the GNU Free Do cumentation License, Version 1.2

or any later version published by the Free Software Foundation; with no Inva-

riant Sections, with no Front-Cover Texts, and with no Back-Cover Texts. A

copy of the license is included in the section (app endix) entitled \GNU Free

Do cumentation License".

Note that some images in this do cument might not satisfy the requirements of

the GNU Free Do cumentation License. Please see their individual Copyrights

or contact directly the creators of those images.

For information ab out the Free Software Foundation and/or GNU, visit: http:

//www.gnu.org . The \GNU Free Do cumentation Licence" can b e obtained in:

http://www.gnu.org/licenses/licenses.html#FDL

This do cument is available for download in its original format in the following

URL: http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion .

Copyright

c


 2001 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > ( http://www.mendozza.

org/sergio ). Se otorga p ermiso para copiar, distribuir y/o mo di�car este do-

cumento ba jo los t�erminos de la Licencia de Do cumentaci�on Libre GNU (GNU

Free Do cumentation Licence), Versi�on 1.2 o cualquier otra versi�on mas recien-

te publicada p or la Fundaci�on de Software Libre (Free Software Foundation);

con no Secciones Invariantes (Invariant Sections), con no Textos de la Cubierta

Frontal (Front-Cover Texts) y con no Textos de la Cubierta Trasera (Back-
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Cover Texts). Una copia de la licencia se incluye en la secci�on (ap�endice) ba jo

el t��tulo \GNU Free Do cumentation Licence".

N�otese que algunas im�agenes en este do cumento pueden no satisfacer los reque-

rimientos de la \GNU Free Do cumentation License". En caso de dudas, favor de

veri�car los Copyrights individuales de cada imagen o contactar directamente

a los creadores de las mismas.

Para informaci�on sobre la Free Software Foundation y/o GNU, visitar: http:

//www.gnu.org . La \GNU Free Do cumentation Licence" puede ser obtenida

en: http://www.gnu.org/licenses/licenses.html#FDL

Este do cumento puede ser encontrado en su forma original en el siguiente URL:

http://www.mendozza.org/sergio/gravitacion .
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Dedicado a todos aquellos que observando el cielo

encuentran en las leyes de la naturaleza,

la motivación para el andar diario.





Cap��tulo I

Introducci�on a la astrof��sica

La astronom��a es una de las ramas de la ciencia m�as antiguas que existen. Nuestros

o jos, que funcionan como detectores de la radiaci�on electromagn�etica, nos p ermiten captar

s�olo una p eque ~na p orci�on del esp ectro electromagn�etico: la radiaci�on �optica . La atm�osfera

terrestre es tal que �ltra casi to da la radiaci�on electromagn�etica proveniente del cosmos.

Solamente existen dos ventanas en el esp ectro electromagn�etico a trav�es de las cuales la

radiaci�on se transmite: las frecuencias de radio y �optico. Es maravilloso que nuestros o jos

puedan detectar una de las radiaciones provenientes del universo a trav�es de la ventana del

�optico. La Figura I.1 muestra la radiaci�on que es p osible observar desde la sup er�cie te-

rrestre. Diversas civilizaciones en el pasado desarrollaron una inmensidad de observaciones

y as�� pudieron hacerse preguntas tales como: >Qu�e son esos puntos blancos ( estrel las ) que

se mueven de este a o este en el cielo? >Cu�al es la p erio dicidad de estos mismos? >Qu�e m�as

hay aparte de las estrellas en el universo? >De d�onde provenimos? >Cual es nuestro des-

tino? To das estas preguntas y m�as se originaron muy probablemente al observar el cielo

no cturno, la luna y las estrellas brillantes del mismo. Hoy en d��a seguimos haci�endonos

estas preguntas y gracias a los avances de la f��sica p o demos contestar con certeza algunas

de estas.

x1. Historia

De acuerdo a las historias de la primer civilizaci�on que apareci�o en el glob o terrestre,

Mesop otamia, una monta ~na c�osmica se form�o en el mar, hecha de la p erfecta no diferen-
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Figura I.1: La radiaci�on electromagn�etica es absorbida p or la atm�osfera terrestre. La

�gura muestra la p enetraci�on de la radiaci�on electromagn�etica en la atm�osfera terrestre

como funci�on de la altura sobre el nivel del mar.

�

Esta imagen fue tomada del sitio de in-

ternet del Chandra X{ray observatory en http://chandra.harvard.edu/xray_astro/
absorption.html . Los cr�editos de la imagen son de NASA/CXC/SAO.

ciaci�on del dios del cielo, llamado Anu y la diosa de la tierra llamada Ki. Anu y Ki dieron

nacimiento a Enlil, el dios del aire y la tormenta. Este nacimiento pro dujo la separaci�on

entre la tierra y el cielo. Anu, el padre, cargaba el cielo, mientras que Enlil, el hijo cargaba

a la tierra: su madre. El dios de la luna, llamado Sin fue el hijo de el dios del aire y otra

diosa de la tierra llamada Ninlil. Junto con su madre y la ayuda de Enki, el dios del agua,

Enlil pro dujo plantas y animales. Hombres y mujeres fueron pro creados mediante la uni�on
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de la diosa del mar Nammu, la diosa de la tierra Ki y el dios del agua Enki. El dios del

sol, Utu y la diosa Venus Inanna son los hijos del dios de la luna.

Esta es la versi�on m�as antigua ( � 2500 AC ) de la creaci�on seg �un los Mesop otamios. La

continua observaci�on del cielo llev�o a �esta y a muchas m�as civilizaciones a crear historias

sobre los or��genes del universo.

La idea de tener una diferenciaci�on entre el cielo y la tierra fue concebida p or algu-

nas civilizaciones. Otras m�as, como los mesoamericanos les consideraban como un mismo

ob jeto: cielo y tierra eran una misma entidad.

Los Sumerios, la civilizaci�on al sur de Mesop otamia (en lo que ahora ser��a Kuwait) y

m�as o menos contemp or�anea a la misma, eran astr�onomos exp ertos. Inventaron la unidad

del grado como una medida angular y gustaban del sistema sexagesimal, adem�as de que

360 era casi el n �umero de d��as del a ~no.

Los griegos comenzaron a tener imp ortantes astr�onomos alrededor del siglo IV AC. Fue

Hicetas de Siracusa quien, para explicar el movimiento aparente de las estrellas, ense ~no a

sus estudiantes que la tierra estaba girando alrededor de su propio eje. M�as tarde Aristarcos

de Samos en el siglo tercero AC cre��a que el sol era el centro del universo y que hab��a ob jetos

como la tierra que rotaban alrededor del sol, junto con la tierra. La luna era la excep ci�on

y rotaba alrededor de la tierra. Aristarcos formul�o la hip�otesis de que la raz�on p or la cual

la luna mostraba solamente la mitad de un circulo en media luna era p orque el sol, la luna

y Aristarcos formaban un tri�angulo rect�angulo. De esta manera, Aristarcos concluy�o que

el sol estaba veinte veces m�as alejado de la tierra que lo que la luna lo estaba (de hecho,

el resultado correcto es de 400 veces).

�

Esta fue quiz�as la primer medici�on extraterrestre en

la historia del hombre.

Erat�ostenes, el bibliotecario real de la biblioteca de Alejandr��a en el siglo I I AC, sab��a

que en Siena (la ciudad Egip cia que ahora corresp onde a Asu�an) exist��a un p ozo seco que

ten��a la propiedad de que en el solsticio de verano al medio d��a no se pro duc��a sombra en

su parte interior. Esto se deb e a que Asu�an se lo caliza justamente en el tr�opico de C�ancer y

p or lo tanto el sol se encuentra justo en el zenit (o el punto central en el cielo) en el solsticio

de verano. En uno de los solsticios de verano, Erat�ostenes midi�o la sombra pro ducida p or

una vara alta al colo carla de manera vertical en Alejandr��a y calcul�o el �angulo pro ducido

p or la distancia de Siena y Alejandr��a ya que �estas est�an b�asicamente a la misma longitud.

Erat�ostenes calculo la distancia entre Alejandr��a y Siena utilizando como base el tiemp o
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que se tardaba un camello en recorrer ambas ciudades. As�� el bibliotecario de Alejandr��a

pudo calcular el radio de la tierra y fall�o tan s�olo p or 5 % del valor aceptado actualmente.

Hiparcos traba j�o en la isla de Ro das en el siglo I I AC.

�

El construy�o un sistema geo c�entri-

co que p ermit��a predecir la p osici�on de las estrellas y los planetas con la precisi�on su�ciente

para cualquier via je en alta mar. Hiparcos descubri�o la precesi�on de los equino ccios debida

a la precesi�on p eri�odica (con un p erio do de 26 000 a ~nos ) de la tierra sobre su propio eje de

rotaci�on.

En el siglo I I DC, Claudius Ptolomeo sistematiz�o la trigonometr��a y con ello fue p osible

la construcci�on de varios mapas de manera precisa. De hecho Ptolomeo traba j�o bastante

en dibujar mapas con excelente precisi�on de to do Europa, parte de

�

Africa e India.

El cristianismo oscureci�o to das las ideas de los griegos y las ideas de que la tierra era

plana resurgieron fuertemente. No fue sino hasta que en el siglo XVI Nicol�as Cop�ernico

intent�o simpli�car el sistema epic��clico de c��rculos conc�entricos dise ~nado p or Hiparco, que

las cosas comenzaron a cambiar. Cop�ernico ten��a acceso a diversos manuscritos de la an-

tigua Grecia y as�� tuvo la op ortunidad de revolucionar el p ensamiento de su �ep o ca.

�

El

propuso que to dos los planetas, incluyendo a la tierra, giraban alrededor del sol (teor��a

helioc�entrica ).

En el siglo XVI, el �ultimo de los astr�onomos que utilizaron solamente sus o jos para

realizar sus observaciones, Tycho Brahe, era patro cinado p or el rey de Dinamarca. A la

muerte del rey, Tycho Brahe se mud�o a Praga y contrat�o de asistente a Johannes Kepler.

A diferencia de Tycho Brahe, quien cre��a en la teor��a geo c�entrica del universo, Kepler

sigui�o los pasos de Cop�ernico y con las ideas de la teor��a helio c�entrica del universo y

utilizando las observaciones de Brahe construyo tres leyes fundamentales del movimiento

de los planetas alrededor del sol. A ~nos m�as tarde y ba jo un intenso traba jo te�orico, Isaac

Newton en Cambridge, Inglaterra fue capaz de explicar las leyes de Kepler a partir de su

teor��a de gravitaci�on universal.

En el siglo XVI I, Edmund Halley adivin�o de manera correcta que la trayectoria pa-

rab�olica de los cometas era quiz�as una elipse excesivamente elongada y p or lo tanto, deb er��a

existir una p erio dicidad p or la cual estos ob jetos aparecen en el cielo. Su predicci�on no fue

con�rmada sino hasta despu�es de su muerte. El famoso cometa Halley lleva su nombre y

es observado cada 76 a ~nos aproximadamente.

En el siglo XIX se realizaron tres traba jos que sin lugar a dudas dieron los fundamen-
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tos a la astronom��a mo derna. El primero de ellos fue en 1838, cuando Friedrich Bessel

rep ort�o la medici�on del parala je trigonom�etrico de la estrella 61{Cygni. M�as adelante,

en este cap��tulo analizaremos los conceptos de parala je trigonom�etrico para encontrar la

distancia a diversas estrellas utilizando estrellas �jas en el camp o de fondo de visi�on y el

movimiento de traslaci�on el��ptico de la tierra alrededor del sol. Para el a ~no 1900 se ten��an

registrados alrededor de cien parala jes de estrellas cercanas. Con esto quedo claro que las

estrellas en el �rmamento eran ob jetos semejantes al sol. El segundo paso o curri�o gracias

al invento de la placa fotogr�a�ca en 1839. Este hecho dio a la astronom��a un giro tre-

mendo. Fue el brit�anico William Herschel qui�en tom�o las primeras fotograf��as utilizando el

telescopio de su padre. Con esto, Hershel descubri�o el planeta Urano y los asteroides. Cata-

log�o alrededor de 2000 nebulosas y descubri�o varios sat�elites de Urano y Saturno. Tambi�en

descubri�o la existencia de estrellas binarias. Finalmente, Gustav Kirkchho�, en los 1850s

observ�o 30 diferentes elementos qu��micos en el sol identi�cando las l��neas de absorci�on

que se presentaban en su esp ectro electromagn�etico. Durante este siglo, el catalogar l��neas

esp ectrales fue una de las tareas m�as fuertes llevadas acab o. Gracias a esto se pudo tener

un amplio cono cimiento de la estructura estelar durante los principios del siglo XX. Fue

justamente en el siglo XIX cuando la combinaci�on de fotograf��a y la esp ectroscopia lo que

dio origen a la rama de la f��sica cono cida como la astrof��sica.

x2. Astronom��a en Mesoam�erica

No quiero continuar sin antes mencionar la imp ortancia que tuvo para nuestros ante-

pasados en Mesoam�erica el desarrollo astron�omico. Antes que nada, es imp ortante aclarar

que estas observaciones se realizaron con ayuda de los o jos e instrumentos para marcar

ciertas p osiciones de los astros. Con el paso de los siglos y haciendo observaciones precisas

las civilizaciones mesoamericanas optaron p or amalgamar la astronom��a con sus construc-

ciones. Al estudio de la astronom��a en el contexto cultural de las civilizaciones antig •uas se

le denomina arqueo{astronom��a.

Una de las razones p or las cuales se cono ce el alto nivel de observaci�on astron�omica

en mesoam�erica es debido a la creaci�on de calendarios, como el calendario Maya. Este

calendario est�a dividido en tres categor��as: tzolkins que son los a ~nos sacros o naturales.

�

Estos est�an compuestos p or 13 p erio dos (meses) de 20 d��as cada uno. Los haabs que son
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los a ~nos solares p oseen 18 meses de 20 d��as cada uno. Se siguen de una cuenta esp ecial de

cinco d��as que se llamaban uayeb en donde se representaban diversas festividades. Tambi�en

los Mayas divid��an su calendario en unidades de 20, 360, 7200 y 144000 d��as. A esta �ultima

se le denomin�o la cuenta larga. Las dos primeras divisiones fueron hechas p or to das las

civilizaciones de M�exico. Las dos primeras cuentas coinciden cada 52 a ~nos, que se celebraba

con una �esta grande. La cuenta larga p ermiti�o a los Mayas escribir el d��a de la creaci�on:

el 13 de agosto del a ~no 3114 AC.

Existen algunos juegos calendaricos que fueron de suma imp ortancia para los mesoa-

mericanos. Por ejemplo, los teotihuacanos ten��an como d��as esp eciales el 29 de abril y el 13

de agosto. En estos d��as la pir�amide del sol se alinea con el disco solar (y esto mismo sucede

con una gran cantidad de monumentos prehisp�anicos en mesoam�erica). Esto se deb e a lo

siguiente. A partir del 29 de abril el observador tiene que esp erar un intervalo de 52 d��as

para llegar al solsticio de verano (21 de junio). Cincuenta y dos d��as m�as tarde se llega al

13 de agosto. Esta �ultima fecha indica el comienzo del calendario solar de 365 d��as. Cuando

la alineaci�on solar sucede en direcci�on opuesta a la de las estructuras anteriores, se obtie-

nen fechas de gran imp ortancia que corresp onden al 12 de febrero y el 29 de o ctubre. En

estas fechas, se observan diversos alineamientos con el sol al amanecer. Existen otras dos

parejas de n �umeros que utilizaron los mesoamericanos: el 9 de abril con el 2 de septiembre

y el 4 de marzo con el 9 de o ctubre. Por ejemplo, el templo mayor de Teno chtitlan en la

Ciudad de M�exico, que est�a orientado al p oniente, se alinea con el disco solar el 9 de abril

y el 2 de septiembre. Justamente el 9 de abril y el 2 de septiembre dividen al a ~no solar

en una prop orci�on de 2/3. En otras palabras, despu�es de la primera alineaci�on en el a ~no,

73 d��as m�as tarde se llega al solsticio de verano y la segunda alineaci�on o currir�a 73 d��as

p osteriores a esto. A partir de esta alineaci�on se tiene que esp erar 3 veces 73 d��as ( = 219

d��as) para que con la siguiente alineaci�on se complete el a ~no solar. El n �umero 73 es un

n �umero fundamental para las culturas mesoamericanas. Por ejemplo, en el calendario solar

de 365 d��as y el calendario corto de 260 d��as coincid��an en un intervalo de 52 a ~nos solares

como se mencion�o anteriormente. Esto o curre justamente cuando el calendario corto de

260 d��as ha dado exactamente 73 vueltas. Por si fuera p o co, el periodo sin�odico (tiemp o

que tarda un ob jeto en completar una �orbita sobre la b�oveda celeste) del planeta Venus es

de 584 d��as que se obtiene de acumular 8 p erio dos de 73 d��as. Por ejemplo, en el templo

mayor debido a que la altura de su horizonte hacia el oriente es muy parecida a la del
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p oniente, se obtienen alineaciones maravillosas al salir el sol y al o cultarse. Las fechas de

alineaci�on del templo mayor, que o curren el 4 de marzo y el 9 de o ctubre, dividen de

forma igual al a ~no de 365 d��as en un intervalo de 2 veces 73 y 3 veces 73 en relaci�on al

solsticio de invierno resp ectivamente. Esta p osici�on este{o este elegida con gran precisi�on

para que estos alineamientos o currieran en el Templo Mayor de Teno chtitlan fueron esco-

gidas premeditadamente. De hecho no solo se basan en la orientaci�on este{o este, sino que

adem�as se requiere de construirles en un punto exacto en to do el valle de Mexico para este

fen�omeno, el cual dep ende criticamente de las monta ~nas alrededor del valle. Esta elecci�on

tan bien estudiada para la construcci�on de estas pir�amidas p one en tela de juicio la leyenda

Mexica de hab er encontrado un �aguila devorando una serpiente sobre un nopal en el islote

del lago de Texco co que representaba la se ~nal divina para construir la futura ciudad de

Mexico Teno chtitlan. En otras palabras, to do parece indicar que el lugar para construir

esta ciudad fue escogido de manera muy precisa, bas�andose en mediciones astron�omicas.

Po dr��amos seguir analizando diversas construcciones como el observatorio del Caracol

construido p or los Mayas y no acabar��amos. Sin embargo, quiero concluir mencionando la

existencia de observatorios solares en diversos lugares, en donde se presenta una orientaci�on

astron�omica cono cida como la hierofan��a : la iluminaci�on de lo sagrado. Esto es un juego

de luz y sombra que muestra el p o der de los astr�onomos mesoamericanos. Quiz�as el m�as

famoso de to dos �estos es el que o curre en la pir�amide de Kukulc�an en Chich�en Itza. En

los atardeceres de los equino ccios de primavera y oto ~no (y de hecho p or alrededor de una

semana antes y despu�es de estas fechas), los nueve cuerp os de la pir�amide proyectan una

sombra sobre la balaustrada de la escalinata norte, con lo cual se forma el cuerp o luminoso

de una serpiente cuya cab eza de piedra se encuentra en la base de la balaustrada como

lo muestra la Figura I.2. Esto representa el descenso hacia la tierra del dios Kukulc�an o

Quetzalc�oatl en forma de serpiente de luz. Pero la hierofan��a se presenta tambi�en en otros

lugares como en Malinalco donde los rayos solares a medio d��a del equino ccio alumbran a

la serpiente Huitzilop o chtli en su descenso a la tierra.

x3. Astrof��sica relativista

Hoy en d��a no es p osible encontrar una marcada diferencia entre la astronom��a y la

f��sica. De hecho, ambas ciencias han caminado siempre de la mano. Hoy en d��a esta situaci�on
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Figura I.2: La �gura muestra la hierofan��a que se presenta cerca de los equino ccios de

primavera y oto ~no en la pir�amide de Kukulc�an de Chich�en Izta. El cuerp o luminoso de

la serpiente es evidente gracias a la proyecci�on de los nueve cuerp os de la pir�amide en la

escalinata. Esta imagen fue tomada del servidor proton de la Universidad de Guadala jara

en http://proton.ucting.udg.mx/temas/conozca/hijo/chic hen11.html .

es mas marcada puesto que se realizan observaciones en frecuencias de radio desde la tierra

y en el espacio en otras longitudes de onda, con el uso de sat�elites. Al estar en el espacio, y

as�� deshacerse de la capa de la atm�osfera, se recib en se ~nales provenientes incluso de rincones

lejanos del universo. Esta informaci�on es recibida como radiaci�on electromagn�etica y como


ujos de part��culas (electrones, protones, neutrinos, etc.). A �nales de la primera d�ecada del

siglo XXI estar�an listos diversos exp erimentos, unos en �orbita alrededor de la tierra, otros

sobre la tierra, que intentar�an explorar no solamente los 
ujos de radiaci�on y de part��culas

que hasta ahora hemos observado. Estos exp erimentos servir�an para la observaci�on de ondas

gravitacionales pro ducidas p or fen�omenos altamente energ�eticos, como el amalgamiento de

dos agujeros negros, el orbitar de una estrella de quarks alrededor de un agujero negro,

etc.

Alb ert Einstein a principios del siglo XX mo di�c�o la forma de entender la din�amica del

movimiento descrita p or Isaac Newton en el siglo XVI I. Esta teor��a, la llamada teor��a espe-

cial de la relatividad cambi�o considerablemente to dos nuestros conceptos de observaci�on

de las leyes del universo. Einstein formul�o esta teor��a de manera matem�atica. A la fecha,
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esta teor��a ha pasado to das las pruebas exp erimentales a las que ha sido sometida. Diez

a ~nos despu�es de la creaci�on de la teor��a esp ecial de la relatividad, Einstein formul�o una

teor��a gravitacional basada en su teor��a esp ecial.

�

El mismo la denomin�o, la teor��a general

de la relatividad .

Einstein era una p ersona muy mo desta y sol��a decir que si el no hubiera formulado la

teor��a esp ecial de la relatividad, en unos cuantos a ~nos alguien m�as lo hubiera hecho. Sin

embargo, cuando construy�o su teor��a general, dijo tambi�en lo mismo, p ero en vez de unos

cuantos a ~nos dijo que hubiera tardado alrededor de unos sesenta a ~nos. Curiosamente, esto

coincide con el renacimiento de la gravitaci�on en la d�ecada de los 1960s y el surgimiento

de la astrof��sica relativista como una de las ramas m�as s�olidas de la f��sica.

Unos meses despu�es de la publicaci�on de la teor��a de la relatividad general, Karl Sch-

warzschild, quien serv��a a las fuerzas armadas alemanas en el frente ruso durante la primera

guerra mundial, formul�o la primer soluci�on a las ecuaciones de Einstein: la soluci�on de la

gravedad pro ducida p or una distribuci�on de masa esf�erica, como la de una estrella.

En la segunda d�ecada del siglo XX, el joven meteor�ologo, Alexander Friedman en-

contr�o soluciones a la din�amica del universo utilizando la teor��a general de la relatividad

de Einstein. Sus soluciones mostraron un universo din�amico (i.e. con movimiento), p or lo

que Einstein mismo intro dujo una constante antigravitaci onal (la famosa constante cos-

mol�ogica ) en las ecuaciones de camp o para obtener un universo est�atico. Mas tarde, con

los descubrimientos de Edwin Hubble, donde se mostraba un universo en expansi�on y p or

tanto en movimiento, Einstein acept�o su error y lo denomin�o el error m�as grande de to da

su vida.

En los 1930s el joven de 19 a ~nos, Subrahmayan Chandrasekhar, durante un via je en

barco de India a Inglaterra investig�o la p osibilidad de mezclar las ideas de la teor��a esp ecial

de la relatividad con las ideas de la fresca teor��a cu�antica, as�� como sus cono cimientos

de astronom��a. De esta manera predijo la existencia de estrellas p eque ~nas ( � 1000 km )

denominadas hoy en d��a como enanas blancas . De la misma manera, para �nales de la

d�ecada de los 1930s, despu�es de anunciarse el descubrimiento del neutr�on, el joven Lev

Davidovich Landau (el �ultimo f��sico que domin�o absolutamente to das las ramas de la

f��sica te�orica) idealiz�o otro tip o de estrellas similares a las enanas blancas, p ero formadas

principalmente p or neutrones. Estas estrellas se denominan hoy en d��a como estrel las de

neutrones .
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La �ep o ca de oro de la astrof��sica relativista se llev�o a cab o en la d�ecada de los 1960s,

cuando en tres pa��ses, Inglaterra, la Uni�on Sovi�etica y los Estados Unidos de Am�erica se

formaron tres de los grup os m�as famosos en la historia de la f��sica. Por la parte Inglesa,

Dennis Sciama en Cambridge form�o su grup o junto con sus estudiantes Stephen Hawking,

Roger Penrose, Martin Rees y Joseph Silk entre otros. Por la parte Sovi�etica, Yakov Bo-

risovich Zel'dovichZel'dovi ch, Yakov Borisovich, uno de los educados p or Lev Davidovich

Landau, y que tuvo que ver con la construcci�on de la b omba de hidr�ogeno, form�o su grup o

con Igor Novikov y Andrei Doroshkevich entre otros. Este grup o sovi�etico ha sido el gru-

p o m�as fuerte y s�olido en to da la historia de la astrof��sica relativista. Su pro ducci�on fue

grandiosa. Por la parte Americana, en Princeton, John Wheeler, quien fuera estudiante de

Alb ert Einstein, junto con sus estudiantes Kip Thorne, Charles Misner y otros, formaron

el tercer gran grup o de astrof��sica relativista. Hoy en d��a diversos grup os se han derivado

de estos tres y to dos, de una u otra manera est�an in
uenciados p or el traba jo y las ideas

que estos primeros grup os desarrollaron.

x4. Constituyentes b�asicos del universo

El sistema solar representa nuestro vecindario. Est�a constituido p or una estrella, el sol

y diez planetas. Nosotros estamos en el tercer planeta, contando desde el sol hacia afuera.

Existe un cintur�on de asteroides entre Marte (el cuarto planeta) y J �upiter (el quinto

planeta). To dos los planetas giran alrededor del sol en �orbitas que se desv��an ligeramente

de c��rculos. Existe una precesi�on notable del planeta Mercurio (el primer planeta) sobre su

propio eje ( � 43 arcsec =siglo ) que se deb e a efectos relativistas pro ducidos p or el sol y Mer-

curio en el espacio{tiemp o. Saturno (el cuarto planeta en la lista) se encuentra diez veces

m�as lejos de la tierra que la distancia tierra{sol. Adem�as de planetas y asteroides, exis-

te gas (principalmente Hidr�ogeno) de ba ja densidad entre cada planeta. Tambi�en existen

camp os magn�eticos y se encuentran part��culas que se mueven a velo cidades relativistas que

cruzan el sistema solar. Estas part��culas, denominadas rayos c�osmicos , fueron pro ducidas

y aceleradas en el centro de agujeros negros sup ermasivos o en explosiones sup ernovas.

Las estrellas cercanas a nosotros son estrellas ro jas fr��as, que se parecen mucho a nuestro

sol, qui�en p or cierto es tan s�olo una estrella t��pica, com �un y corriente. Las masas ( m ) de

estas estrellas cercanas tienen valores en el rango de 2 M � . m . 10 M � , en donde el
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s��mb olo M � representa la masa del sol. La estrella m�as cercana, Alfa Centauri, se encuentra

a una distancia de la tierra de � 30 000 veces m�as grande que la distancia Tierra{J �upiter.

De hecho esta estrella se encuentra a 4:3 a ~nos{luz de distancia de la tierra

y
. La densidad

de estrellas en nuestro alrededor es aproximadamente de 50 estrellas p or � 17a ~nos{luz

c �ubicos, centrados alrededor del sol.

La galaxia (o nuestra galaxia, la v��a l�actea ) es un conglomerado de estrellas con

tama ~no � 20 000 veces m�as grande que la distancia tierra{sol. Nuestra galaxia tiene forma

espiral, similar a la galaxia de Andr�omeda que se muestra en la Figura I.3, y contiene

� 1011 = 100 000 000 000estrellas. Existe un problema esencial en el estudio de la galaxia.

No es f�acil observar su forma pues estamos dentro de la misma. Esto es similar al problema

de map ear un lab erinto complicado una vez que uno est�a dentro del mismo. Preguntas que

parecer��an tan simples como >donde se encuentra el centro de la galaxia? no son simples de

contestar. Sin embargo se puede dar una buena aproximaci�on observando los movimientos

de las estrellas de nuestra galaxia.

En 1926, el astr�onomo Edwin Hubble mostr�o que los ob jetos como la nebulosa de

Andr�omeda eran como islas de estrellas en el universo, similares a nuestra galaxia. Las

galaxias fueron clasi�cadas p or Hubble en dos esquemas principales: espirales (como

Andr�omeda) y el��pticas (galaxias esferoidales) como Virgo{A que se muestran en la Figu-

ra I.4. Finalmente, galaxias que no parecen el��pticas ni espirales se denominan irregulares .

La distribuci�on de luz en las galaxias el��pticas es suave, no contienen barras ni discos cen-

trales. Mas adelante hablaremos de esta clasi�caci�on y su imp ortancia a nivel cosmol�ogico.

Las galaxias constituyen los cimientos fundamentales del universo, es decir, �estas forman

los pilares esenciales de la estructura del universo.

Existen galaxias que dan origen a los fen�omenos m�as energ�eticos del universo y aunque

su clasi�caci�on cae dentro de los g�eneros descritos p or Hubble, han sido tambi�en cataloga-

das de otra manera. Estas galaxias se denominan gen�ericamente como N �ucleos Activos de

Galaxias (NAG) y en o casiones aparecen como ob jetos estelares en placas fotogr�a�cas. Por

esta raz�on son en o casiones denominados ob jetos cuasi{estelares o cuasares . Estos cuasa-

res y sus primos relativos m�as energ�eticos los blazares son los ob jetos m�as energ�eticos del

universo que cono cemos.

y
Un a ~no{luz es la distancia que recorre la luz (que via ja a � 300 000 km =s ) durante un a ~no. Como

referencia, siempre es �util sab er que la distancia tierra{sol es de 8 : 3 minutos{luz .
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Figura I.3: Imagen de nuestra galaxia vecina Andr�omeda, tambi�en cono cida como M31

o NGC 224 dep endiendo del catalogo donde ha sido observada. Esta galaxia se parece

mucho a la nuestra, solo que es ligeramente m�as grande. La imagen es Copyright de

Rob ert Gendler y fue obtenida de http://www.robgendlerastropics.com .

Las galaxias en el universo se encuentran concentradas en lo que se cono ce como c �umu-

los de galaxias . Estos c �umulos son las estructuras amarradas de forma gravitacional m�as

grandes que cono cemos en el universo. En o casiones, estos c �umulos llegan a tener unos

cuantos miles de galaxias en su interior. Tama ~nos t��picos de estos c �umulos son del orden

de 50 veces el tama ~no de la galaxia. La mayor��a de las galaxias no se encuentran en c �umulos

de galaxias.

�

Estas se encuentran como ob jetos aislados en el universo.

La distribuci�on de las galaxias en el universo resulta imp ortante para analizar la es-

tructura a gran escala del mismo. Resulta que las galaxias se encuentran distribuidas en

una manera un tanto cuanto aleatoria, es decir, no es uniforme en escalas que van m�as

all�a de las escalas de c �umulos gal�acticos. Al map ear to das las galaxias visibles en un mapa,
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Figura I.4: Imagen �optica de la galaxia el��ptica M87 (NGC 4486), mejor cono cida como

Virgo{A. La imagen es Copyright de Rob ert Gendler y fue obtenida de http://www.
robgendlerastropics.com .

se observan agujeros (regiones sin galaxias), �lamentos y planos (estos �ultimos dos, son

estructuras formadas p or galaxias). La Figura I.5 representa las observaciones hechas p or

el Center for Astrophysics (CfA) de la Universidad de Harvard. Nuestra propia galaxia

se encuentra en el centro del diagrama y la b�oveda celeste ha sido map eada dentro del

c��rculo que se observa en la �gura. En el diagrama se observan varias l��neas radiales for-

madas p or galaxias que apuntan hacia nuestra galaxia. Estas l��neas son representaciones

de la existencia de un c �umulo de galaxias. To das las galaxias en estas l��neas se encuentran

amarradas gravitacionalment e y los miembros del c �umulo tienen disp ersiones de velo cidad

su�cientemente grandes, como para que se vea una disminuci�on en su distancia radial,

como consecuencia del efecto Doppler , a p esar de que se encuentran a la misma distancia.
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Estas l��neas se denominan frecuentemente los dedos de dios . En la parte sup erior del dia-

grama, se observa tambi�en una cadena de galaxias grandes que cubre casi to da la regi�on

map eada. Esta regi�on se denomina la gran pared . Con este map eo se obtiene una buena

informaci�on sobre la top olog��a del universo. Los resultados muestran que el universo tiene

una estructura como la de una esp onja. Las galaxias representan un p edazo de la esp onja

y se encuentran unidas entre si p or �lamentos, p edazos m�as grandes. Adem�as tienen entre

s�� p edazos vac��os que tambi�en est�an unidos entre s��, una caracter��stica de la top olog��a de

una esp onja en tres dimensiones, que no p oseen las esp onjas de dos dimensiones. Final-

mente, el tama ~no del universo es alrededor de 50 veces el tama ~no de los agujeros vac��os en

el universo, como los que se muestran en el map eo de las campanas. Cuando estudiemos

cosmolog��a, veremos a que nos referimos con el tama ~no del universo y como se mide el

mismo.

x5. Radiaci�on de fondo

Una de las formas m�as �utiles para entender el universo y sus constituyentes es analizar

los mapas que se construyen con la radiaci�on de fondo. Lo que se hace es map ear la

radiaci�on que se observa en la b�oveda celeste, en un cierto intervalo de frecuencias (digamos

en radio) y p onerlo en un mapa de dos dimensiones, similar a los mapas bidimensionales

que representan el glob o terr�aqueo. La proyecci�on m�as utilizada para representar el glob o

terr�aqueo es la proyecci�on de Mercator. El map eo consiste en que cada punto sobre la esfera

terrestre es map eado a un plano de dos dimensiones �nito (un rect�angulo), de tal forma que

las dimensiones cerca del ecuador son preservadas a consecuencia de que las escalas cerca

de los p olos se aumentan. Esta proyecci�on no es la �unica p osible. Existen diversas formas

de map ear el glob o terrestre. Una de ellas es cono cida como la proyecci�on Hammer{Aito�

que consiste en p oner a los puntos de la sup er�cie terrestre en una elipse de tal forma

que las latitudes y longitudes se curven como lo muestra la Figura I.6. Al igual que en

la proyecci�on de Mercator, los pa��ses representados en los p olos presentan distorsiones

geom�etricas, mientras que los cercanos al ecuador aparecen correctamente. Este map eo

tiene la propiedad de que conserva el �area. En otras palabras, un �area de tama ~no unidad es

map eada a un �area de tama ~no constante. Los astr�onomos utilizan diversas mo di�caciones

(dep endiendo del exp erimento en cuesti�on) de la proyecci�on Hammer{Aito� que es una
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Figura I.5: Map eo de to das las galaxias observables en la b�oveda celeste. El map eo fue

hecho p or el Harvard{Smithsonian Center for Astrophysics. La �gura muestra las galaxias

que se observan como funci�on del corrimiento al ro jo (i.e. distancia). La �gura es una

proyecci�on p olar del corrimiento al ro jo (radio) como funci�on del �angulo de asenci�on

en el plano del cielo.

�

Esta y otras im�agenes semejantes se encuentran disp onibles en

http://cfa-www.harvard.edu/ ~huchra/zcat .

proyecci�on de la b�oveda celeste hacia una elipse donde se conservan (en o casiones s�olo

aproximadamente) las �areas. La manera usual de map ear la b�oveda celeste es la siguiente.

Se escogen unas co ordenadas denominadas coordenadas gal�acticas de tal manera que el

plano de nuestra galaxia (v��a{l�ac tea ) coincida con el ecuador en la proyecci�on de Aito�. El
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punto que corresp onde al centro de la galaxia en la b�oveda celeste es puesto en el centro

de la elipse. El p olo norte gal�actico y el p olo sur gal�actico son colo cados en el p olo norte

y sur de la elipse resp ectivamente.

Figura I.6: La sup er�cie de la tierra en un mapa el��ptico. La proyecci�on se denomina

Hammer{Aito� y el map eo es tal que preserva �areas a costa de distorsionar el p olo norte y

sur, as�� como las regiones alejadas al este y o este. El cr�edito de la imagen es de Dylan Pren-

tiss del Department of Geography, University of California, Santa Barbara y fue obtenida

de http://earth.rice.edu/mtpe/geo/geosphere/topics/map ping/40_hammer.html .

La Figura I.7 muestra como se ve el cielo en el intervalo de frecuencias �optico. Eviden-

temente lo que m�as resalta a la vista es la parte ecuatorial, donde se ve un gran manch�on

blanco. Este manch�on lo pro duce el plano de nuestra propia galaxia, la famosa v��a{l�actea .

Esta �gura del cielo fue tomada de 51 fotos de �angulo ancho tomadas individualmente en

California y Sud�africa. Las im�agenes fueron tomadas con una c�amara fotogr�a�ca con un

lente de 28 mm y una ap ertura del diafragma a f/4. El tiemp o de exp osici�on fue de 30 a 45

minutos p or placa fotogr�a�ca. La mayor��a de la luz que se observa en esta imagen se deb e

a estrellas y gas lo calizadas en el plano de nuestra galaxia que radian a temp eraturas de
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entre 3 000 - 10 000 K . En la �gura se muestran las nub es de Magallanes p eque ~na y grande

en la parte inferior derecha del plano gal�actico.

Figura I.7: La �gura muestra el panorama del cielo utilizando la proyecci�on de Aito�. El

plano de nuestra galaxia (l��nea horizontal que cruza el centro de la elipse) muestra la v��a

l�actea. En la parte inferior derecha de la �gura se observan las nub es de Magallanes. La

imagen fue tomada y es

c


 2000 Axel Mellinger ( http://home.arcor-online.de/axel.
mellinger ).

Hacia el rango de altas energ��a, la Figura I.8, muestra la b�oveda celeste en rayos{X.

Debido a que los ob jetos que radian en rayos{X deb en p oseer temp eraturas � 10

7

K, no

existen tantos ob jetos en el plano gal�actico. De hecho, casi to da la radiaci�on proviene de

ob jetos extragal�actico s. Las fuentes de rayos{X gal�acticas son pro ducidas esencialmente

p or dos mecanismos. El primero se deb e a la pro ducci�on de rayos{X debido al arrastre gra-

vitacional p or parte de una estrella sobre otra en un sistema binario. El segundo mecanismo

de se deb e a los remanentes de explosiones sup ernovas. Casi to da la emisi�on en rayos{X

fuera del plano gal�actico es pro ducida p or n �ucleos activos de galaxias a grandes distancias.

Tambi�en se observan algunos c �umulos de galaxias que contienen grandes cantidades de gas
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caliente en el espacio entre galaxias.

Figura I.8: Una imagen de rayos{ X (hasta energ��as de � 1 keV ) de to do el cielo obtenida

con el sat�elite HEAO-1. Es claro que la galaxia no es un notable emisor en esta frecuencia.

La imagen es Copyright de la NASA y fue obtenida de http://heasarc.gsfc.nasa.gov/
docs/heao1/heao1_images.html .

La Figura I.9 muestra la b�oveda celeste en rayos- 
 , la radiaci�on m�as energ�etica en el

esp ectro electromagn�etico. Lo que muestra el mapa es que casi to da la radiaci�on en esta

frecuencia se encuentra en el plano gal�actico. Esto se deb e a la presencia de part��culas con

muy altas energ��as, que se mueven a velo cidades cercanas a las de la luz entre las estrellas.

Estas part��culas son similares a los rayos c�osmicos que se detectan en lo m�as alto de la

atm�osfera terrestre con la ayuda de sat�elites y glob os arti�ciales. Los rayos{ 
 se pro ducen

mediante la colisi�on de estas part��culas de altas energ��as y el fr��o gas del medio interestelar.

Fuera del plano gal�actico se observan eventos de rayos{ 
 aislados y de duraciones p eque ~nas

(desde unos cuantos ms hasta unos 10

3

s ). Estos eventos est�an aso ciados con los fen�omenos
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energ�eticos m�as violentos del universo. Se denominan destel los de rayos{ 
 . Justo ahora

se est�a decidiendo quienes son los progenitores de tales eventos, p ero to do indica que

se deb e a explosiones catastr�o�cas probablemente o curridas p or el amalgamiento de dos

ob jetos gravitacionales compactos como un par de estrellas de neutrones, o una estrella de

neutrones con un agujero negro, etc.

Figura I.9: Imagen de la b�oveda celeste en rayos{ 
 obtenida con el sat�elite EGRET.

La emisi�on pro ducida p or la galaxia se deb e a radiaci�on sincrotr�onica y no a pro cesos

t�ermicos. La �gura muestra radiaci�on con energ��as mayores a 100 MeV. Para una mayor

informaci�on sobre to dos los mapas del cielo a altas energ��as, revisa http://cossc.gsfc.
nasa.gov/images/epo/gallery/skymaps , donde se encuentra esta imagen y otras mas.

Hacia la parte de energ��as m�as ba jas que el �optico se encuentra la banda infrarro ja

como lo muestra la Figura I.10. Al igual que en los rayos{ 
 se observa que la radiaci�on

est�a dominada p or la parte central del diagrama. Esta radiaci�on es pro ducida p or el p olvo

y

y
Los astr�onomos llaman p olvo a part��culas del orden de 1 � m que tienen formas irregulares de carb�on

y/o silicatos. Estos granos, que se encuentran en el medio interestelar, se encargan generalmente de absorb er

radiaci�on. Por ejemplo, una de las razones p or las cuales se observan manchones negros en la v��a l�actea y

otras galaxias es justamente p orque la radiaci�on de sus estrellas ha sido absorbida p or el p olvo interestelar.
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fr��o del medio interestelar que se encuentra a temp eraturas alrededor de 60 - 100 K . A

p esar de que el gas no es muy caliente, �este tiene que calentarse o se enfriar��a hasta

alcanzar una temp eratura muy ba ja radiando to da su energ��a interna. Lo que sucede es

que son las estrellas {sobre to do las de formaci�on reciente y las que est�an muriendo{ las

que inyectan energ��a a este gas para mantener temp eraturas del orden de 100 K . Los granos

de p olvo en el medio interestelar absorb en la radiaci�on �optica y ultravioleta proveniente

de las estrellas y la reemiten en el infrarro jo. Por esta raz�on el estudio del universo en la

banda infrarro ja es de suma imp ortancia: provee a los astr�onomos con herramientas para

analizar la formaci�on estelar en los rincones m�as lejanos del universo.

Figura I.10: El mapa de la b�oveda celeste en proyecci�on de Aito� muestra el intervalo

entre 60 y 100 � m (infrarro jo). Las observaciones fueron hechas p or el sat�elite IRAS. Es

notoria la radiaci�on del p olvo interestelar en el plano de la galaxia a estas frecuencias.

Mayor informaci�on sobre el cielo en infrarro jo se encuentra en http://coolcosmos.ipac.
caltech.edu/image_galleries/missions_gallery.html . Esta imagen fue obtenida de

http://irsa.ipac.caltech.edu/IRASdocs/iras.html .

Mientras nos movemos a longitudes de onda m�as largas comenzamos a observar ob jetos

m�as fr��os. Por ejemplo, la Figura I.11 muestra la b�oveda celeste observada en la banda

del milim�etrico p or el sat�elite COBE (COsmic Background Explorer). Esta radiaci�on es

pro ducida p or los remanentes de la expansi�on del universo que se observan hoy en d��a a una

temp eratura de � 3 K. La imagen muestra dos claras zonas, la zona sup erior es m�as intensa
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que la zona inferior. Esto es un efecto de visi�on debido al movimiento de la tierra a trav�es de

la radiaci�on de fondo en micro ondas. De tal manera que si se elimina este efecto Doppler,

se obtiene la imagen inferior de la Figura I.11. Una p erfecta homogeneidad e isotrop��a

de la radiaci�on de fondo. Resulta que esta isotrop��a se da a resoluciones de una parte en

105
. A esta escala, p eque ~nas 
uctuaciones (desviaciones) de la isotrop��a de la radiaci�on

son observables. La Figura I.12 muestra estas irregularidades observadas p or el sat�elite

WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Prob e). Estas 
uctuaciones son cruciales en el

estudio de cosmolog��a como veremos m�as adelante. El esp ectro de esta radiaci�on es un

cuerp o negro, de hecho resulta ser el mejor cuerp o negro que cono cemos de la naturaleza.

Al observar el cielo a frecuencias a �un m�as cortas, llegamos a las ondas de radio. La

Figura I.13 muestra la b�oveda celeste a una radio frecuencia de 408 MHz . De nueva cuenta se

observa que el plano gal�actico est�a dominado p or radiaci�on en ondas de radio. Sin embargo,

esta radiaci�on no se deb e a gas fr��o. Esta radiaci�on es pro ducida p or electrones de altas

energ��as que se mueven a velo cidades ultra{relativistas y que giran alrededor del camp o

magn�etico de la galaxia. A este tip o de radiaci�on se le denomina radiaci�on sincrotr�onica ,

pues fue primeramente observada en los aceleradores de part��culas terrestres denominados

sincrotrones. El hecho de que exista radiaci�on de este tip o en nuestra galaxia signi�ca

que existe un camp o magn�etico aso ciada a la misma. Igualmente, los n �ucleos activos de

galaxias resultan emitir radiaci�on sincrotr�onica a diversas radio{frecuencias y esto es lo

que se observa a lo lejos del plano gal�actico en la Figura I.13. El estudio de la radiaci�on

sincrotr�onica en los n �ucleos activos de galaxias es fundamental para el entendimiento de

los fen�omenos f��sicos que se llevan a cab o en estos ob jetos.

x6. Mediciones en astrof��sica

Para �nalizar esta parte intro ductoria, veamos brevemente la manera en que los astr�ono-

mos miden algunas cantidades fundamentales en la astrof��sica.

Las estrellas cercanas a nosotros forman una trayectoria el��ptica en la b�oveda celeste

a lo largo de un a ~no con resp ecto a estrellas distantes que parecen no moverse en el

plano del cielo. Este movimiento el��ptico se deb e a la rotaci�on de la tierra alrededor del

sol. El �angulo que subtiende el semi{eje mayor de la elipse a partir de la estrella en

cuesti�on se denomina paralaje � y est�a representado en la Figura I.14. Se dice que un
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Figura I.11: La �gura muestra dos im�agenes de la b�oveda celeste en una longitud de

onda de � 5 :7 mm tomadas p or el sat�elite COBE. El panel sup erior muestra dos zonas

claras que est�an pro ducidas p or el movimiento de la tierra sobre la radiaci�on c�osmica de

fondo. Al quitar este efecto de traslaci�on se obtiene una radiaci�on homog�enea e isotr�opica

de � 3 K, como lo muestra el panel inferior. La imagen es Copyright de la NASA y fue

obtenida en http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/cobe .
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Figura I.12: Al re�nar la imagen de la Figura I.11 y observar en �angulos mayores a

10

�
se detectan p eque ~nas irregularidades en la homogeneidad de la radiaci�on de fondo

en micro ondas. Estas 
uctuaciones son las causantes de la formaci�on de la estructura

del universo a gran escala hoy en d��a. La imagen fue tomada con el sat�elite WMAP, es

Copyright de la NASA y se obtuvo en http://map.gsfc.nasa.gov .

ob jeto se encuentra a una distancia de un parsec ( p c ) si su parala je es de 1 arcseg . Si

en la Figura I.14 � = 1 arcseg entonces, como la distancia sol{tierra (de�nida como una

unidad astron�omica cuyo s��mb olo es AU) es de 8 :3 min-luz � 1 :5 � 10

11

m, se obtiene

que 1 p c � 3 � 10

16

m � 3 a ~nos{luz . El primer parala je de una estrella fue medido en

1837 p or Bessel. En el caso de la estrella m�as cercana, pr�oxima Centauri, corresp onde a

1 :2 arcseg . Hoy en d��a el sat�elite Hipparcos ha medido parala jes de la gran mayor��a de

estrellas observables hasta una distancia de � 100 p c .

Las velo cidades radiales de una estrella o cualquier otro ob jeto radiante pueden ser

medidas utilizando el corrimiento al ro jo que pro duce el efecto Doppler en el esp ectro

electromagn�etico (principalmente �optico). Esto consiste en observar las l��neas de emisi�on y

absorci�on que pro duce los elementos qu��micos del gas que se observa. De aqu�� se identi�can

las l��neas observadas y si existe una desviaci�on con resp ecto a las observaciones en los

lab oratorios terrestres, se atribuye el corrimiento (al ro jo o al azul) al movimiento radial

del ob jeto con resp ecto a nosotros. La velo cidad transversal de un ob jeto

_� despu�es de
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Figura I.13: Mapa del cielo en ondas de radio con frecuencia de 408 MHz (73 cm). La

radiaci�on observada es radiaci�on sincrotr�onica pro ducida p or electrones girando alrededor

de camp os magn�eticos a velo cidades ultrarelativistas. El cr�edito de la imagen es para el

Max Planck Institute for Radio Astronomy. La imagen fue generada p or Glyn Haslam y

fue obtenida en http://antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/jbonnell/www/m ultiw_sky.
html .

hab er sido corregida p or un p osible parala je, se denomina movimiento propio . Si p or

alguna raz�on este movimiento propio se deb e digamos a una expansi�on uniforme entonces

es claro que la velo cidad de expansi�on estar�a dada p or v

r

= R _� , en donde R es la distancia de

la tierra al ob jeto en cuesti�on. Este m�eto do se utiliza para c �umulos de galaxias y nebulosas

planetarias donde se sup one que el movimiento es radial a partir de un ob jeto central.

En estudios de camp os electromagn�eticos y p or ende en astronom��a, se utiliza el con-

cepto de luminosidad (o potencia ) L que es la cantidad de energ��a radiada p or unidad de

tiemp o que emite un determinado ob jeto. La luminosidad de un ob jeto se mide en W o

en erg =s. El 
ujo de energ��a electromagn�etica o simplemente 
ujo F es la cantidad de

energ��a radiada p or unidad de tiemp o p or unidad de �area. Si el ob jeto en cuesti�on radia

de manera isotr�opica es claro que el 
ujo de radiaci�on electromagn�etica F observado p or

un ob jeto a una distancia R y que emite con una luminosidad L est�a dado p or
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Estrella fija

Plano del cielo

Órbita de la tierra alrededor del sol

 q

Figura I.14: La �gura muestra el parala je � que p osee una estrella debido al movimiento

de la tierra alrededor del sol. Desde la tierra, es la estrella quien parece estar movi�endose

en una elipse sobre el plano del cielo.

F =
L

4�R 2 : (6.1)

El 
ujo (o cantidad de radiaci�on observada) es una cantidad que disminuye con la

distancia, la luminosidad es una cantidad intr��nseca al ob jeto y representa la p otencia con

la cual el ob jeto est�a emitiendo energ��a electromagn�etica.

Algunas estrellas de luminosidad variable como las estrellas cefeidas tienen una lumi-

nosidad bastante bien de�nida (y p or lo tanto son consideradas como velas est�andares en

el universo). De tal manera que, como para las cefeidas L es una cantidad cono cida, al

observar el 
ujo F en la tierra es p osible determinar la distancia a la que estos ob jetos

se encuentran. Estos m�eto dos se utilizaron para encontrar la distancia a ciertas galaxias

en el pasado. Hoy en d��a se utilizan otros m�eto dos m�as avanzados. Resulta que una clase

de explosiones sup ernova tienen una curva de luz (diagrama L vs tiemp o) bastante bien

determinada. Por lo tanto es p osible que cuando estas curvas de luz son identi�cadas en

monitoreos aleatorios realizados sobre galaxias lejanas, es certero a�rmar que una explosi�on
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sup ernova se llev�o acab o en la galaxia en observaci�on. A partir de esto, se puede inferir de

una manera muy precisa la distancia a ciertas galaxias y as�� entonar los par�ametros necesa-

rios para explicar la din�amica del universo. Resulta que, como veremos m�as adelante, estas

observaciones indican que el universo se est�a expandiendo (acelerando) m�as r�apido de lo

que las teor��as est�andares pueden explicar. Esta expansi�on extra se le atribuye a un camp o

escalar denominado la quintaesencia (p or aquello de las cuatro fuerzas fundamentales de

la naturaleza seg �un los griegos). Esta fuerza pro duce una repulsi�on gravitacional, es decir,

funciona como antigravedad

y
.

En el siglo I I DC, Hiparco clasi�c�o a las estrellas en 6 grup os de magnitud aparente

(brillo observado) m . A las m�as brillantes las puso en el n �umero 1 de su clasi�caci�on y a

las menos brillantes en el n �umero 6. En 1856, Pogson de�ni�o un sistema de brillos para

ob jetos astron�omicos y not�o que las estrellas en la clasi�caci�on 6 de Hiparco eran m�as o

menos 1=100 veces m�as brillantes que una estrella en la clase 1. De aqu�� se deduce que el

o jo humano es un detector de brillo logar��tmico. Pogson encontr�o de manera exp erimental

que

m = - 2:5 log F+ const ; (6.2)

donde F es el 
ujo observado de la estrella en cuesti�on cuya magnitud es m . La constante

es simplemente una constante de calibraci�on. A manera de ejemplo, consideremos dos

estrellas con magnitudes m1 y m2 resp ectivamente. Si adem�as m2 = 6 y m1 = 1 entonces

se obtiene que F1=F2 = 1=100, donde F1 y F2 son los 
ujos de las estrellas con magnitudes

m1 y m2 resp ectivamente. Dicho de otro mo do, el 
ujo de radiaci�on de la primer estrella

es 100 veces mayor al 
ujo de la segunda.

La magnitud absoluta M se de�ne como la magnitud aparente que tendr��a un ob jeto

situado a una distancia de 10 p c . De aqu�� que

m - M = 5 log

�
D

10 p c

�
: (6.3)

En el visible, el sol tiene m
v

= - 27 y M
v

= 4:83. La estrella del amanecer, Sirio tiene

y
La intro ducci�on de la constante cosmol�ogica p or Alb ert Einstein para obtener un universo est�atico es

b�asicamente lo mismo, una fuerza de antigravedad. Ya describiremos m�as adelante to das las formas f��sicas

que puede tener esta constante cosmol�ogica y como se utiliza en cosmolog��a.
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m
v

= - 1:4. Lo menos que nuestros o jos alcanzan a ver es hasta m
v

= 6. Una vela en la

sup er�cie de la luna tendr��a m
v

� 25. Lo m�as que hemos sido capaces de detectar con

nuestros instrumentos astron�omicos es m
v

� 28{ 30.

Existen diversos m�eto dos para medir las masas de ob jetos gravitacionales, p ero el m�as

sencillo de to dos es el que se utiliza para medir la masa de los planetas en el sistema solar

o del sol. Consideremos dos part��culas de masas m1 y m2 que interaccionan gravitacional-

mente. El Lagrangiano de este sistema est�a dado p or

L =
1
2

m1 _r 2
1 +

1
2

m2 _r 2
2 + G

m1m2

jr 1 - r 2j
; (6.4)

en donde r 1;2 representan los vectores p osici�on de las part��culas 1 y 2 y el punto (

_[ ] := d =d t )

representa la derivada con resp ecto al tiemp o t . Si nos montamos en el sistema de referencia

del centro de masa del sistema (i.e. m1 _r 1 + m2 _r 2 = 0) y de�nimos la p osici�on relativa entre

las part��culas r := r 2 - r 1 entonces el Lagrangiano de la ecuaci�on (6.4) toma la forma

L =
1
2

� v 2 + G
� (m1 + m2)

r
: (6.5)

Aqu�� hemos escrito

_r := v y a la masa reducida � := m1m2=(m1 + m2) . La ecuaci�on (6.5)

muestra como el problema de dos cuerp os representado en la la igualdad (6.4) puede ser

reducido al problema de una part��cula con velo cidad v y masa � movi�endose en un camp o

gravitacional con p otencial gravitacional � = - G(m1 + m2)=r . El problema de tres o m�as

cuerp os que interaccionan gravitacionalmente no ha tenido una soluci�on anal��tica como el

problema de dos cuerp os. La forma en la que se resuelven los problemas de varios cuerp os

es mediante aproximaciones num�ericas.

Utilizando las ecuaciones de Euler{Lagrange (d (@L =@v) =d t = @L =@r ) se obtiene la

ecuaci�on de movimiento

� a = - G
� (m1 + m2)

r2 er ; (6.6)

donde a = _v representa la aceleraci�on de la part��cula y er es un vector unitario en la

direcci�on de r . Si sup onemos ahora que la part��cula de masa m1 es mucho m�as masiva que

la de masa m2 (como el sol y la tierra), entonces la part��cula 1 estar�a �ja y la part��cula

2 girar�a en torno a la primera. Si adem�as consideramos que la �orbita de la part��cula
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2 alrededor de 1 es circular entonces la aceleraci�on es puramente centr��fuga, es decir,

a = er v

2=r . Con esto se obtiene que

m1 =
v

2r
G

: (6.7)

Si se cono cen v y r entonces puede determinarse la masa m1 del ob jeto central. Este

m�eto do tambi�en se utiliza para sistemas con simetr��a esf�erica como lo son los c �umulos

globulares, las galaxias el��pticas y los c �umulos de galaxias.

Utilizando estimaciones de masa y luminosidad con p or ejemplo, los m�eto dos descritos

arriba, se de�ne la raz�on o el co ciente masa{luminosidad M= L . Resulta que este co ciente

crece (como ha de esp erarse) cuando las distancias sobre las cuales se mide la masa y

la luminosidad, se aumentan. Sorprendentemente, este co ciente crece tanto que excede la

masa aso ciada a la luminosidad estelar observada. Este exceso de materia se denomina

materia oscura (materia oscura es cualquier masa que no est�a aso ciada a masa estelar,

p or ejemplo, libros, planetas, enanas caf�es, etc.). A la fecha la materia oscura no{bari�onica

(i.e. no compuesta de materia normal) ha eludido to do tip o de detecci�on. Sin embargo,

de manera indirecta, to do parece indicar su existencia sobre to do en galaxias espirales,

c �umulos de galaxias y muy probablemente est�a distribuida de manera regular a lo largo de

to do el universo.

La masa que aparece en la ecuaci�on (6.6) puede ser considerada tambi�en una funci�on de

la distancia al centro de la con�guraci�on r si se considera que la distribuci�on de masa sola-

mente dep ende de la distancia al centro. Esto es f�acil de mostrar pues si consideramos que

la densidad de masa � es �unicamente una funci�on de r entonces el p otencial gravitacional

Newtoniano pro ducido p or la masa contenida en un radio r est�a dado p or

� = - G
Z

d V

0� (r 0)
jr - r 0j

= - G
Z

� (r 0
int

) d V

0

jr - r 0
int

j
- G

Z
� (r 0

ext

) d V

0

jr - r 0
ext

j
: (6.8)

En el �ultimo paso de la ecuaci�on (6.8) se ha dividido la integral de volumen V en dos

integrales. La primera es una integral que se lleva desde el centro de simetr��a hasta la

p osici�on r (integral dentro de r ). La segunda es una integral que se lleva desde la p osici�on r

hasta el �nal de la con�guraci�on (que puede ser in�nito). Debido a la simetr��a del problema

es su�ciente con hacer el c�alculo de estas integrales en una direcci�on particular, digamos en
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la direcci�on ez del eje z. De esta manera, p o demos escribir r = rez , con lo cual se obtiene

jrez - r 0er 0j =
È

(r2 + r 02 - 2rr 0
cos � 0) , siendo � 0

el �angulo (�angulo p olar) que se forma

entre los vectores unitarios ez y er 0
. Con esto se obtiene que

� = -
2�G

r

rZ

0

d r 0
e

� (r 0
e

)r 0
e

�
jr 0

e

+ rj - jr 0
e

- r j
	

-
2�G

r

R(= 1 ?)Z

r

d r 0
i

� (r 0
i

)r 0
i

�
jr 0

i

+ rj - jr 0
i

- r j
	

y como r
e

> r y r
i

< r entonces

� (r) = - 4�G

8
><

>:

1
r

rZ

0

d r 0
i

� (r 0
i

)r 02
i

+

R(= 1 ?)Z

r

d r 0
e

� (r 0
e

)r 0
e

:

9
>=

>;
(6.9)

Finalmente, utilizando el hecho de que la aceleraci�on gravitacional g = - grad � se obtiene

que

g = - G
M (r)

r2 er ; (6.10)

en donde la masa M (r) encapsulada dentro del radio r est�a dada p or

M (r) := 4�
Zr

0
� 0(r 0)r2

d r 0 =
Z

� 0(r 0) d V

0: (6.11)

Esta �ultima integral est�a tomada desde el origen hasta la p osici�on r . La ecuaci�on (6.10)

muestra que la fuerza gravitacional que se ejerce sobre una part��cula de prueba hasta el

radio r y que es pro ducida p or una distribuci�on de masa sim�etricamente esf�erica, resulta

ser generada �unicamente p or la masa interior al punto r . De aqu�� se sigue p or ejemplo, que

la fuerza gravitacional que la atm�osfera terrestre hace en nosotros, al estar parados en la

sup er�cie de la tierra, es nula. La ecuaci�on (6.10) dice adem�as que la fuerza gravitacional

es como la pro ducida p or una masa puntual lo calizada en el origen de co ordenadas y que

p osee una masa M (r) .

�

Este es un resultado imp ortant��simo y se deb e a Isaac Newton,

qui�en tard�o alrededor de diez a ~nos para su demostraci�on.
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La distribuci�on m�as simple de materia en el universo es aquella que tiende a atraerse, en

otras palabras, es inestable y pro duce un colapso gravitacional . La visible expansi�on del

universo contrarrestar este efecto, sin embargo, regiones lo calizadas en el universo tienden

a formar estructuras colapsadas gravitacionalmente como son las galaxias y las estrellas.

Estos ob jetos estables mantienen su estabilidad a un colapso gravitacional mediante la

pro ducci�on de presi�on t�ermica (presi�on cin�etica de un gas), presi�on de radiaci�on (presi�on

pro ducida p or fotones), presi�on degenerativa (presi�on cin�etica pro ducida como consecuen-

cia del principio de exclusi�on de Pauli), presiones electromagn�eticas (presi�on pro ducida p or

camp os electromagn�eticos) y p or rotaci�on (momento angular pro duce una fuerza centr��fu-

ga).

Cuando se tienen electrones con velo cidades relativistas, se generan fuentes que radian

en diversas bandas del esp ectro. Estas fuentes involucran a los ob jetos m�as p otentes (i.e. con

altas luminosidades), m�as compactos (i.e. con altos co cientes luminosidad entre tama ~no

( L=R)) y las m�as variables (p eque ~nas R para grandes L ). En muchas de las o casiones

la fuerte fuerza de gravitaci�on es la resp onsable de estos fen�omenos (pulsares, cuasares,

agujeros negros, destellos de rayos- 
 , etc.). To dos �estos y m�as fen�omenos ser�an analizados

en detalle a lo largo del curso.
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Cap��tulo II

Relatividad Especial

En mec�anica Newtoniana, si se tienen n cuerp os interaccionando (p or ejemplo de ma-

nera gravitacional), el p otencial de interacci�on (p otencial gravitacional) solamente dep ende

de las p osiciones y no del tiemp o. Por lo tanto cuando una de las part��culas se mueve, el

p otencial cambia de manera instant�anea. Diversos exp erimentos en la f��sica muestran que

la transmisi�on de informaci�on no es inmediata. El tiemp o que tarda esta informaci�on en

transmitirse es la velo cidad de transmisi�on de informaci�on entre la distancia que separa a

dos part��culas interactuantes. La velo cidad m�axima a la que se transmite la informaci�on

resulta ser la velo cidad de la luz en el vac��o. En este cap��tulo se asume que los lectores

sab en que es la teor��a esp ecial de la relatividad de Einstein. La intenci�on es repasar es-

ta teor��a para ver sus aplicaciones en astrof��sica y utilizarla como base m�as adelante, al

construir la teor��a de gravitaci�on relativista de Einstein.

x7. Vectores y tensores en el espacio euclidiano de 3D

Un vector es un conjunto ordenado de tres n �umeros los cuales se denominan p or

a = a� e� . Aqu�� estamos utilizando la convenci�on intro ducida p or Einstein en la cu�al

dos sub��ndices (o sup er��ndices) que aparecen juntos en una op eraci�on matem�atica implica

sumatoria. Los ��ndices Latinos h; i; j; etc. toman valores 0; 1; 2; 3 y los ��ndices Griegos

�; �; 
; etc. toman valores 1; 2; 3. Los vectores e � son vectores unitarios en las direccio-

nes x; y; z , o si se pre�ere en las direcciones 1; 2; 3. As�� pues el vector a est�a dado p or

la relaci�on a = a1e1 + a2e2 + a3e3.
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El producto escalar de dos vectores es evidentemente

a � b = a� b� e � � e �

= a� b� � �� ;
(7.1)

donde la delta de Kronecker � �� , o el tensor unitario de rango 2 es un ob jeto de 9

cantidades de�nidas p or � �� := 1 si � = � y � �� := 0 si � 6= � .

El producto vectorial de dos vectores es

a ^ b = a� b� e � ^ e�

= a� b� � ��
 e 
 ;
(7.2)

en donde el tensor unitario completamente antisim�etrico de rango tres � ��
 , o tensor de

Levi{Civita es un ob jeto de 27 cantidades. Este tensor es tal que sus comp onentes cambian

signo ante cualquier intercambio de cualquier par de ��ndices. Adem�as, las comp onentes no

nulas del mismo son � 1. Gracias a su antisimetr��a las comp onentes en las cuales aparezcan

dos ��ndices rep etidos son nulas. En otras palabras, las comp onentes no nulas son aquellas

que p oseen to dos sus ��ndices diferentes. Es costumbre de�nir

� 1 2 3 = + 1: (7.3)

De esta manera los valores de � ��
 son + 1 o - 1 si los n �umeros �; �; 
 pueden ser

llevados al arreglo 1; 2; 3 p or un n �umero par o impar de p ermutaciones resp ectivamente.

Evidentemente el n �umero de to das las p osibles p ermutaciones es 3! En otras palabras

� ��
 � ��
 = 3! (7.4)

En realidad el tensor � ��
 no es un tensor. Es un pseudotensor pues sus comp onentes

se comp ortan como las de un tensor al hacer una rotaci�on del sistema co ordenado. Sin

embargo al hacer un cambio de signo en una o tres de las co ordenadas (una re
exi�on),

algunas de las comp onentes de este tensor deb er��an cambiar. No obstante, estas comp o-

nentes tambi�en quedan iguales ya que el tensor se de�ni�o de la misma manera en to dos
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x7 VECTORES Y TENSORES EN EL ESPACIO EUCLIDIANO DE 3D 49

los sistemas co ordenados. Los pseudotensores de cualquier rango (incluso los de rango 0

que son pseudoescalares ) se comp ortan como tensores ba jo to das las transformaciones de

co ordenadas, excepto aquellas que no pueden ser reducidas a rotaciones. Es decir, ba jo

re
exiones.

Puede mostrarse (te deb e de quedar claro esto al ver la parte de tensores y vectores en

la secci�on relativista) que � ��
 � ��� es un tensor verdadero (es decir, no es pseudotensor)

de rango 6. Si se contrae uno o m�as ��ndices, entonces se obtienen tensores de rango 4,

2 y 0. Obviamente to dos estos tensores tienen la misma forma en cualquier sistema de

co ordenadas. Debido a esto, y ya que el valor de estos tensores es � 1 o 0 para cada una

de sus comp onentes, estos mismos deb en de p o der expresarse como pro ductos de � �� . De

hecho,

� ��
 � ��
 = 2! � �� ; � ��
 � ��
 = 1! det

2

4 � �� � ��

� �� � ��

3

5 ; � ��
 � ��� = 0! det

2

6
6
4

� �� � �� � ��

� �� � �� � ��

� 
� � 
� � 
�

3

7
7
5 :

(7.5)

El determinante de un tensor a�� de rango 2 es el determinante de la matriz formada

p or sus comp onentes. Para escribir este determinante en t�erminos del tensor de Levi{Civita

hagamos la siguiente analog��a. El pro ducto vectorial de dos vectores puede escribirse como

un determinante y como la ecuaci�on (7.2) . Es claro entonces que el determinante del tensor

a�� est�a dado p or

det (a�� ) = � ��
 a�1 a�2 a
3 : (7.6)

Con ayuda de est�a ecuaci�on, se obtiene la siguiente relaci�on

� ��� a�� a�� a�� = det

2

6
6
4

a1� a1� a1�

a2� a2� a2�

a3� a3� a3�

3

7
7
5 = � ��� det (a�� ) : (7.7)

Si ahora multiplicamos la ecuaci�on (7.7) p or � ��� y utilizamos la ecuaci�on (7.4) entonces

� ��� � ��� a�� a�� a�� = 3! det (a�� ) : (7.8)
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Esta relaci�on muestra otra forma (en vez de la m�as informal y p o co �util para la notaci�on

de Einstein dada p or el c�alculo matricial (7.6) ) de calcular el determinante de un tensor

de rango 2.

Es costumbre llamar vector a la comp onente escalar a� y tensor a la comp onente

escalar � ��
! ya que, teniendo en mente que los ��ndices griegos var��an conforme a lo dicho

anteriormente, estos mismos dan raz�on de ser al vector o al tensor al variar sus ��ndices.

As�� pues, uno se re�ere al divergente del vector a como @a� =@x� , al gradiente de la

funci�on � como @�=@x� , al rotacional de el vector a como � ��
 @a� =@x� , etc.

El teorema de Gauss se puede aplicar a cualquier tensor de rango 1 (un vector), o a

cualquier otro tensor de rango mayor

	
Z

F�� d a� =
Z

@F�
@x�

d V ; (7.9)

en donde F�� es un tensor de rango 2, d a� es la � {comp onente del elemento de �area cerrada

que envuelve al volumen V .

De la misma manera, el teorema de Stokes

y
puede escribirse como

	
Z

F�� d l � =
Z

@F��
@x


� �
� d a� (7.10)

donde d l � es un elemento de l��nea y el �area a la cual el elemento d a� p ertenece es cualquiera

que tenga como frontera a la curva p or la cual la integral de la derecha es tomada.

Tarea 1
Utilizando notaci�on de Einstein, demuestra las siguientes identidades vectoriales.

( i ) r � (r ^ a) = 0

( i i ) r � (a ^ b ) = b � (r ^ a) - a � (r ^ b)

y
El teorema de Stokes es uno de los teoremas centrales de la geometr��a diferencial. Stokes era Profesor

Lucasiano de Matem�aticas en el departamento de matem�aticas de la Universidad de Cambridge e investiga-

dor en el Lab oratorio de f��sica (mejor cono cido como el Lab oratorio Cavendish) de la misma Universidad.

El teorema de Stokes apareci�o p or primera vez impreso en uno de los ex�amenes de matem�aticas tomado

p or Maxwell. Evidentemente, esto fue de gran imp ortancia para el desarrollo de la teor��a del electromagne-

tismo. La demostraci�on expl��cita m�as antigua que se cono ce parece ser aquella que en una carta Thomson

mand�o a Stokes en Julio 2 de 1850.
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x8 PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 51

( i i i ) r (a � b) = a � r b + b � r a + a ^ r ^ b + b ^ r ^ a

( iv ) r ^ (a ^ b) = ( b � r )a + ar � b - ( a � r )b - b r � a

De esto se sigue que

r ^ (r ^ a) = r (r � a) - r 2a .

Es curioso notar la similitud de esta relaci�on con la famosa relaci�on vectorial

a ^ (b ^ c) = b(a � c) - c(a � b)

De hoy en adelante, no hay pretexto para no utilizar la notaci�on de Einstein en to das

tus matem�aticas. < Aprov�echala !

x8. Principio de relatividad

La descrip ci�on de los fen�omenos en la naturaleza se lleva a cab o mediante el uso de

los llamados Sistemas de Referencia . Un sistema de referencia es un sistema co ordenado

mediante el cual se miden p osiciones en el espacio. Este sistema p osee relo jes �jos en cada

punto del espacio, los cuales indican el tiemp o. De to dos los sistemas de referencia, uno

de los utilizados con m�as frecuencia es el denominado Sistema de Refencia Inercial . Un

sistema de referencia inercial es aquel sobre el cual un cuerp o que se mueve libremente

(es decir, que no hay fuerzas externas que act �uen sobre el) se desplaza con velo cidad

constante. Vulgarmente se dice que un sistema de este tip o es aquel sobre el cual to dos los

aceler�ometros en cualquier direcci�on marcan cero.

Si dos sistemas de referencia se mueven con velo cidad constante uno con resp ecto a otro

y el primero es un sistema de referencia inercial, es obvio que el segundo es tambi�en un

sistema de referencia inercial. Por lo tanto, existen tantos sistemas de referencia inerciales

como se desee y adem�as, to dos se mueven con velo cidad uniforme entre s��.

Distintos exp erimentos y observaciones en la naturaleza muestran que el llamado prin-

cipio

y
de relatividad es valido. Este principio dice que to das las leyes de la naturaleza

son id�enticas en to dos los sistemas de refencia inerciales. Evidentemente esto implica que

y
Recuerda que en f��sica nuestros axiomas se llaman principios y son los fundamentos b�asicos de una

teor��a. De estos mismos pueden deducirse matem�aticamente las leyes que se observan en distintos exp e-

rimentos. Ejemplos de principios son: el principio de relatividad en mec�anica, el principio de Pascal en

hidro din�amica y el principio de incertidumbre en mec�anica cu�antica.
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to das las ecuaciones de la naturaleza tienen la misma forma en to dos los sistemas de refen-

cia inerciales. Dicho de otra manera, las ecuaciones de la naturaleza son invariantes con

resp ecto a transformaciones de co ordenadas y tiemp o de un sistema de refencia inercial a

otro.

Las interacciones en mec�anica cl�asica se llevan a cab o instant�aneamente mediante el

uso de un p otencial que no dep ende del tiemp o. El ejemplo m�as cl�asico de este tip o es la

ley de Newton de gravitaci�on universal. Cuando una masa se mueve, instant�aneamente la

informaci�on es transmitida a to do el espacio, mo di�cando el p otencial gravitacional.

Diversos exp erimentos en la naturaleza muestran que la transmisi�on de informaci�on

no se lleva a cab o de manera instant�anea. De hecho, �esta se transmite en un intervalo

de tiemp o �nito. La distancia que recorre la transmisi�on de informaci�on dividida p or el

tiemp o que toma esta informaci�on en transmitirse se denomina la velo cidad de transmisi�on

de la informaci�on informaci�on. Evidentemente, esta velo cidad deb e ser muy r�apida de lo

contrario lo notar��amos en nuestras actividades cotidianas. A �un m�as, esta velo cidad deb e

ser la m�axima velo cidad de propagaci�on de informaci�on. Es obvio que no puede existir

movimiento alguno m�as r�apido que esta velo cidad m�axima de propagaci�on de informaci�on.

Si as�� fuera, imagina a dos autos movi�endose en direcciones opuestas. La se ~nal de que

el primer auto sale en direcci�on hacia el segundo auto se transmitir��a m�as lento que lo

que tarda en o currir la colisi�on entre amb os autom�oviles. To dos nuestros exp erimentos

muestran que esto no es p osible.

En f��sica se denomina se ~nal al acto de mandar informaci�on entre dos part��culas. De

esta manera es apropiado hablar de la velo cidad de propagaci�on de se ~nales re�ri�endonos a

la velo cidad de propagaci�on de informaci�on.

Del principio de relatividad se sigue que la velo cidad de propagaci�on de se ~nales es la

misma para to dos los sistemas de refencia inerciales. De ahora en adelante denominaremos

esta velo cidad p or c. Exp erimentalmente, esta velo cidad c tiene un valor

c � 3 � 10

8

m =s ; (8.1)

que corresp onde a la velo cidad de propagaci�on de la luz en el vac��o. El hecho de que la

magnitud de esta velo cidad sea grande con resp ecto a las velo cidades a las que estamos

acostumbrados, implica que la mec�anica Newtoniana es una buena descrip ci�on del mundo
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x9 RELATIVIDAD DEL TIEMPO 53

que nos ro dea.

Se denomina principio de relatividad de Einstein al principio de relatividad combi-

nado con el hecho de que la velo cidad de propagaci�on de se ~nales {la velo cidad de la luz{

es �nita

y
.

Evidentemente, cuando las velo cidades de los cuerp os en cuesti�on son mucho menores

que la velo cidad de la luz, puede despreciarse el hecho de que c es �nita y p onerla como

in�nito. Formalmente esto signi�ca que para pasar de mec�anica relativista a mec�anica

Newtoniana basta con hacer tender la velo cidad de la luz c a in�nito.

x9. Relatividad del tiempo

En la mec�anica no{relativista la distancia entre dos eventos , (un evento es un conjunto

de co ordenadas y tiemp o utilizado para describir donde y a que hora o curre cierto fen�omeno

f��sico) es relativa. Por ejemplo, imagina dos eventos que o curren de manera no simultanea

en un lugar del espacio o a una distancia �ja de cada uno. Estos mismos s�olo tienen sentido

si se esp eci�can con resp ecto a un sistema de referencia.

A manera de ejempli�car esto, piensa en un guardia que se encuentra en la puerta de el

palacio nacional en el z�ocalo de la Ciudad de M�exico. A las 10:00am �el observa un cho que

entre dos microb �uses y como un taxista justamente se salva de la colisi�on. M�as tarde, a las

10:15am el mismo guardia observa como una marcha se acerca hacia las puertas del palacio

nacional proveniente de la calle Francisco I. Madero. En este instante, el taxista que libro

el cho que se encuentra ya en el

�

Angel de la Indep endencia en Reforma. Para el guardia

presidencial, amb os eventos o currieron en un punto �jo desde su origen de co ordenadas.

Sin embargo, para el taxista con resp ecto a su origen, la distancia al primer evento fue

nula, p ero la segunda tiene unos cuantos kil�ometros de distancia. Esta relatividad de la

distancia en mec�anica no{relativista tiene que ser heredada en mec�anica relativista.

Cuando hablamos de intervalos de tiemp o en mec�anica no{relativista, los asumimos

siempre como absolutos . En otras palabras, existe un s�olo tiemp o para to dos los sistemas

de referencia inerciales. Si esto fuera cierto en mec�anica relativista, entonces utilizando

la ley de adici�on de velo cidades que est�a basada utilizando el hecho de que el tiemp o

y
El principio de relatividad de Galileo es el principio de relatividad m�as la sup osici�on que la velo cidad

de la luz es in�nita.
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es absoluto, nos dir��a que la velo cidad de la luz ser��a diferente en distintos sistemas de

referencia inercial. Evidentemente esto est�a en contradicci�on con el principio de relatividad

de Einstein. La prueba exp erimental de este fen�omeno se deb e a Michelson y Morley en

1887. Este exp erimento con�rmo que la velo cidad de la luz con resp ecto a la rotaci�on de

la tierra era la misma, sin imp ortar si se med��a en direcci�on de la rotaci�on de la tierra o en

sentido contrario. El exp erimento de Michelson{Morley arro ja uno de los resultados mas

imp ortantes que se han generado en to da la historia de la f��sica.

De esta manera hemos probado que el principio de relatividad de Einstein implica

que el tiemp o es relativo. Dicho de otra manera, el tiemp o elapsa de manera distinta en

distintos sistemas de referencia.

A manera de visualizar �este cambio tan dr�astico, imagina un observador �jo en el and�en

del metro. Dentro de un vag�on del metro casualmente se encuentra un vendedor ambulante

justo a la mitad del mismo. El vendedor ofrece lamparas para leer. En un momento dado,

este individuo enciende una de sus l�amparas para mostrar al p �ublico usuario la utilidad

de la misma. Los rayos de luz llegan a los extremos del vag�on de manera simultanea con

resp ecto a la gente que est�a dentro del vag�on. Sin embargo, para el observador en el and�en

del metro esta simultaneidad de eventos no es cierta. Esto se deb e a que la parte trasera

del metro se mueve hacia el haz de luz que sale del ob jeto y la parte delantera se aleja de

este misma con resp ecto a la p osici�on del vendedor. As�� pues, el observador en el and�en ve

llegar primero el haz de luz a la parte trasera del vag�on y luego a la parte delantera.

El principio de relatividad de Einstein cambia de manera dr�astica nuestra concep ci�on

del mundo. Nuestro cono cimiento err�oneo se deb e a que vivimos en un mundo donde las

velo cidades de movimiento de los distintos ob jetos que nos ro dean es mucho menor que la

m�axima velo cidad de la transmisi�on de se ~nales.

Sin embargo, hoy en d��a la astrof��sica nos provee de lab oratorios naturales mediante los

cuales estos fen�omenos pueden ser visibles. A manera de ejemplo, analicemos los llamados

movimientos superlum��nicos en astrof��sica. Estos son movimientos observados en el cielo

que parecen ser m�as velo ces que la velo cidad de la luz en el vac��o.

y
Imagina una galaxia

y
Los movimientos sup erlum��nicos en astrof��sica fueron matem�aticamente establecidos p or Martin Rees

en el Instituto de Astronom��a de la Universidad de Cambridge en los 1960's. Distintas observaciones m�as

tarde mostraron su veracidad en cuasares. Estos movimientos fueron observados tambi�en en ob jetos de ta-

ma ~no gal�actico en nuestra galaxia (micro{cuasares) p or Luis Felip e Ro driguez en el Instituto de Astronom��a

de la Universidad Nacional Aut�onoma de M�exico y sus colab oradores en la d�ecada de los 1990's.
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el��ptica cuyo n �ucleo es capaz de lanzar dos pares de chorros o jets de gas en direcciones

antiparalelas. La longitud de estos jets var��a dep endiendo del ob jeto que se observe, p ero

llegan a medir hasta unos cuantos millones de parsecs. Esto es inmenso comparado con el

tama ~no t��pico de una galaxia el��ptica que es de unos cuantos kiloparsecs. El material (gas)

en estos jets se mueve a velo cidades cercanas a la velo cidad de la luz ( � 0:99c). A este

tip o de ob jetos se les cono ce como radiogalaxias o cuas�ares y resultan ser los ob jetos m�as

energ�eticos del universo. En o casiones a trav�es del jet se puede ver manchas (com �unmente

identi�cadas con ondas de cho que energ�eticas) que se mueven a lo largo del mismo. En la

tierra lo que se observa es el n �ucleo �jo de la galaxia y una onda de cho que que se aleja

del n �ucleo a trav�es del jet. En este mo delo, llamado el modelo est�andar de dos fuentes

para movimientos superlum��nicas se observan dos fuentes de radiaci�on: la fuente central

(el n �ucleo activo de la galaxia ) y una mancha (la onda de cho que). El jet hace un �angulo

p eque ~no � con resp ecto a la l��nea de visi�on del observador (Figura I I.1).

Plano del

q

estática
Fuente

d

x

s

Observador

de luz

en movimiento
Mancha

Señales

cielo

PSfrag replacements

v t sin �

Figura II.1: Representaci�on pict�orica del mo delo sup erlum��nico de dos fuentes. El centro

de la fuente se encuentra en rep oso y la mancha que se expande hace un �angulo � con

resp ecto a la l��nea de visi�on del observador. Las se ~nales de luz son emitidas p or la mancha

mientras �esta se mueve hacia el observador en la tierra.

Existen varias formas de resolver este problema, p ero la m�as b onita es mediante dia-

gramas espacio{tiempo de Minkowski . Como recordar�as, �estos son diagramas espacio{

tiemp o en los cuales el eje horizontal representa las p osiciones y el vertical identi�ca al
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tiemp o t multiplicado p or la velo cidad de la luz c. De esta manera el problema es mera-

mente geom�etrico. La Figura I I.2 muestra el diagrama espacio{tiemp o de esta situaci�on.

B

x=d xA

C

D

Señales de luz Línea de universo
del observador

PSfrag replacements

v t cos �

t = t 2

t 1= 0

t 0
2

t 0
1

ct ct 0

Figura II.2: Diagrama espacio{tiemp o de Minkowski de el mo delo de dos fuentes para

movimientos sup erlum��nicos. La l��nea de universo de la mancha en movimiento es re-

presentada p or el segmento de l��nea AB Las se ~nales de luz emitidas p or la mancha en el

punto A y B son observadas en la tierra en los puntos C y D resp ectivamente.

Tarea 2
De la Figura I I.2 y utilizando la ecuaci�on que describ e al segmento AC se obtiene que en

la l��nea de universo (i.e. la trayectoria de una part��cula dibujada en el espacio{tiemp o) del

observador (es decir, cuando x = d en el punto C) t 0
1 = d=c.

( i ) De la misma �gura calcula la ecuaci�on de la l��nea BD y obt�en el valor del tiemp o t 0
2

en la l��nea de universo del observador.
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Por otra parte, si al tiemp o t 1 = 0 el n �ucleo emite radiaci�on, esta misma ser�a observada

al tiemp o t 0
1 = d=c p or el observador en la tierra. Si s es la distancia que se ha movido la

mancha en el tiemp o t 1 y v su velo cidad, entonces la radiaci�on emitida p or la fuente m�as

tarde en un tiemp o t 2 = s=v ser�a recibida en la tierra al tiemp o t 0
2 = t 0

1 + t 2 - x=c, donde

x es la distancia s proyectada a lo largo de la l��nea de visi�on del observador. El intervalo

de tiemp o que toma la mancha en recorrer esta distancia es

�t
em

= t 2 - t 1 = t 2; (9.1)

y el tiemp o observado en la tierra es

�t
obs

= t 0
2 - t 0

1: (9.2)

( i i ) Sustituye las ecuaciones (9.1) - (9.2) en la relaci�on que encontraste arriba para t 0
2 y

encuentra la relaci�on entre �t
obs

; �t
em

; v ; y � .

Los astr�onomos de�nen la velo cidad observada v

obs

como el co ciente entre la distancia

proyectada en el plano del cielo p or la mancha �t
em

v sin � entre el intervalo de tiemp o

medido en la tierra que tard�o la mancha en cruzar dicha distancia. Sustituye esto en la

f�ormula previa y encuentra entonces una relaci�on entre v

obs

; v ; y � .

( i i i ) Discute como la velo cidad observada puede llegar a tener un valor m�as alto que la

velo cidad de la luz en el vac��o. >Por qu�e? >Donde est�a el error? >Qu�e deb e hacerse

para corregir las observaciones?

( iv ) Muestra que la velo cidad de expansi�on aparente v

obs

tiene un m�aximo para � =

arccos ( v =c) con un valor de v

obs

= 
 v , donde 
 =
È

f1 - ( v =cg2) es el Factor de

Lorentz. Prueba que para este caso m�aximo, la velo cidad aparente excede a la de

la luz cuando la velo cidad de la mancha es tal que v > c=
p

2.

( v ) Finalmente muestra para que intervalos del �angulo � pueden ser observados movi-

mientos sup erlum��nicos en la tierra y dibuja un diagrama de � vs v (quiz�as sea m�as

conveniente utilizar no directamente � y v p ero s�� una funci�on de los mismos. . . )

que muestre pict�oricamente este resultado.
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x10. Intervalos

Un evento en el espacio{tiemp o est�a representado p or las co ordenadas (ct; x; y; z ) de

un espacio de cuatro dimensiones donde t es el tiemp o y c la velo cidad de la luz. En otras

palabras, un evento es un punto en este espacio de cuatro dimensiones que representa el

tiemp o y el lugar donde o curri�o algo. Este espacio de cuatro dimensiones es �cticio, p ero

resultar�a de gran utilidad en el estudio de la relatividad como pronto te dar�as cuenta. Los

puntos de este espacio o los eventos se denominan puntos de universo . Una l��nea en este

espacio se denomina l��nea de universo . Por ejemplo, en el espacio{tiemp o de Minkowski,

un ob jeto en rep oso traza una l��nea vertical (solamente el tiemp o avanza y el ob jeto no se

mueve).

La manera matem�atica de representar la invariancia de la velo cidad de la luz en to dos

los sistemas de referencia inerciales es la siguiente. Consideremos dos eventos que o curren

en dos sistemas de refencia inerciales, K y K'. Sup ongamos que en el sistema K se env��a una

se ~nal de luz. Esta se ~nal sale del punto (x1; y1; z1) al tiemp o t 1. A un tiemp o p osterior t 2 la

se ~nal arriba al punto x2; y2; z2. De esta manera, p o demos escribir la relaci�on matem�atica

entre amb os eventos

c2(t 2 - t 1)2 - ( x1 - x2)2 - ( y2 - y1)2 - ( z2 - z1)2 = 0: (10.1)

De esta manera el signo de la m�etrica es escogido como ( + ; - ; - ; - )

y
. En el sistema

de referencia K' la se ~nal de luz sale del punto (x0
1; y 0

1; z0
1) al tiemp o t 0

1 . Esta se ~nal arriba

al punto (x0
2; y 0

2; z0
2) cuando el relo j de este punto marca t 0

2. De esta manera, la relaci�on

entre los eventos de salida y llegada del haz de luz en el sistema K' est�an relacionados p or

c2(t 0
2 - t 0

1)2 - ( x0
1 - x0

2)2 - ( y 0
2 - y 0

1)2 - ( z0
2 - z0

1)2 = 0: (10.2)

De las ecuaciones (10.2) -(10.1) es clara la similitud matem�atica que existe entre los

intervalos de uno y otro sistema de referencia. Escribamos �t := t 2 - t 1 y �l 2 = ( x2 -

y
Evidentemente es lo mismo utilizar una notaci�on en la cual el signo de la m�etrica sea (- ; + ; + ; +) .

A la fecha, no existe un consenso entre los f��sicos sobre que signo de la m�etrica utilizar (>Habr�a que llamar

a una reuni�on de est�andares internacionales?). En este curso utilizaremos (+ ; - ; - ; -) , p ero la literatura

var��a con resp ecto a esto. Lo que imp orta es que tu sepas que hay diferencias de notaci�on y que tu esco jas

una para tu vida y te adhieras a la misma, p ero deb e de quedarte claro que la f��sica en ambas, y to dos los

resultados que se obtengan son los mismos.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x10 INTERVALOS 59

x1)2+( y2 - y1)2 +( z2- z1)2
. Se de�ne el intervalo �s como un p edacito de espacio{tiemp o

tal que

(�s )2 = c2(�t )2 - ( �l )2: (10.3)

En el l��mite en el que los intervalos de tiemp o y distancia son in�nitesimalmente p eque ~nos,

la ecuaci�on (10.3) toma la forma diferencial

d s2 = c2( d t )2 - ( d x)2 - ( d y)2 - ( d z)2 = c2( d t )2 - ( d l )2: (10.4)

En el sistema de referencia inercial K', se de�ne de manera an�aloga d s0
. La forma de la

ecuaci�on (10.4) tiene to da la forma de un elemento de distancia (a p esar de que aparecen

unos cuantos signos negativos en la misma). Por esta raz�on, p o demos considerar al intervalo

como un p edacito de un espacio de cuatro dimensiones, que se denomina com �unmente como

espacio{tiempo . De hecho, la ecuaci�on (10.4) muestra matem�aticamente que el espacio y

el tiemp o est�an amalgamados en el mundo f��sico que nos ro dea. En otras palabras no deb e

hab er distinci�on alguna entre amb os conceptos

y
.

Debido a que las cantidades d s y d s0
son diferenciales de primer orden y como la

condici�on d s = 0 implica que d s0 = 0, necesariamente d s = a d s0
, donde a es una funci�on.

Esta �ultima funci�on no dep ende de las co ordenadas, ni del tiemp o pues esto signi�car��a que

diferentes tiemp os y diferentes p osiciones en el espacio no son equivalentes, en contradicci�on

con la isotrop��a y homogeneidad del espacio y del tiemp o. Tamp o co deb e dep ender de la

direcci�on de la velo cidad, de lo contrario se viola la isotrop��a del espacio. Por lo tanto se

tiene que d s = a( v ) d s0
.

Consideremos ahora tres sistemas de referencia inerciales K 1, K 2 y K 3 . El sistema K 2 se

y
Sin embargo, el hecho de que se haya amalgamado el espacio y el tiemp o matem�aticamente no quiere

decir que el espacio y el tiemp o sean equivalentes de manera f��sica. De hecho, la marcada diferencia entre

el espacio y el tiemp o es clara. El espacio es tal que uno tiene lib ertad de movimiento hacia la derecha o

izquierda, arriba o aba jo, adelante o atr�as. En otras palabras, uno tiene lib ertad de movimiento en cualquier

direcci�on espacial. En el caso del tiemp o no sucede as��. La 
echa del tiemp o solamente apunta hacia una

direcci�on: el futuro (o lo que es lo mismo, hacia donde crece la entrop��a de un sistema. Como veremos

m�as adelante, al estudiar agujeros negros, resulta que existen o casiones en las cuales uno puede moverse

en direcciones arbitrarias en el tiemp o (hacia el pasado o hacia el futuro) y justo en estos lugares no existe

la arbitrariedad de movimiento en el espacio. En otras palabras, resulta que el espacio se comp orta en

o casiones como el tiemp o y el tiemp o como el espacio. Es p or esta raz�on que el espacio y el tiemp o son

equivalentes, no solamente matem�aticamente, como lo muestra la ecuaci�on (10.4) sino f��sicamente hablando.
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mueve con velo cidad v 1 2 con resp ecto al sistema K 1. El sistema K 3 se mueve con velo cidad

v 1 3 con resp ecto a K 1 y con velo cidad v 2 3 con resp ecto a K 2. De esta manera se obtiene la

relaci�on matem�atica siguiente entre estos sistemas de referencia

d s1 = a( v 1 2) d s2; d s1 = a( v 1 3) d s3; d s2 = a( v 2 3) d s3:

De aqu�� que

a( v 1 3)
a( v 2 3)

= a( v 1 2): (10.5)

Ahora bien, debido a que la velo cidad v 2 3 es una funci�on que dep ende no solamente de la

magnitud de las velo cidades v 1 2 y v 1 3, sino que tambi�en dep ende del �angulo entre �estas,

entonces debido a que este �angulo no aparece en el lado izquierdo de la ecuaci�on (10.5) se

tiene que necesariamente a( v ) es una constante cuyo valor es la unidad de acuerdo a la

misma ecuaci�on.

Con esto, hemos mostrado el resultado imp ortante de que los intervalos d s y d s0
medi-

dos en dos sistemas de referencia K y K' resp ectivamente, y que se mueven con una cierta

velo cidad relativa entre s��, satisfacen la relaci�on

d s = d s0: (10.6)

Dicho de otro mo do, el intervalo es un invariante a transformaciones entre sistemas de

referencia inerciales: s = s0
.

Tomemos ahora dos sistemas de referencia K y K' y consideremos dos eventos en el

sistema K descritos p or (ct 1; r 1) y (ct 2; r 2) . En el sistema K' que se mueve con velo cidad

v con resp ecto a K, estos mismos eventos est�an descritos p or (ct 0
1; r 0

1) y (ct 0
2; r 0

2) resp ecti-

vamente. De esta manera los intervalos entre el evento 1 y el evento 2 en los sistemas K y

K' pueden escribirse resp ectivamente como

�s 2 = c2�t 2 - �l 2;

�s 02 = c2�t 02 - �l 02;
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y debido a la invariancia del intervalo

c2�t 2 - �l 2 = c2�t 02 - �l 02:

Veamos ahora si existe la p osibilidad de encontrar un sistema de referencia K' tal que

los dos eventos en K o curran a distintos tiemp os y a una misma p osici�on en K'. En otras

palabras, se requiere que �l 0 = 0, p or lo tanto

�s 2 = c2�t 2 - �l 2 = c2�t 02 > 0: (10.7)

Esto signi�ca que un sistema de referencia con esta propiedad cumple con el hecho de que el

intervalo es un n �umero real. Los intervalos reales se denominan como{tiempo . Dos eventos

que o curren en un mismo cuerp o son siempre como{tiempo debido a que la distancia que

se mueve el ob jeto entre el primer y segundo evento no puede ser mayor a c�t , y p or lo

tanto �l < c�t .

Busquemos ahora un sistema de referencia K' de tal forma que los eventos 1 y 2 que

o curren en K se lleven acab o en p osiciones diferentes, p ero a un mismo tiemp o en K'. En

otras palabras, busquemos K' tal que �t 0 = 0, con lo cual

�s 2 = c2�t 2 - �l 2 = �l 02 < 0: (10.8)

Un sistema de referencia con esta propiedad tiene la propiedad de que el intervalo es un

n �umero imaginario. Los intervalos imaginarios se denominan como{espacio

y
.

La divisi�on del espacio{tiemp o en intervalos como{tiemp o y como{espacio es muy

imp ortante en la f��sica, sobre to do p orque esta propiedad es un invariante relativista (es

decir, preserva su caracter��stica en distintos sistemas de refencia). Por ejemplo, un intervalo

que es como{tiemp o en un sistema de refencia inercial, ser�a como{tiemp o en otro sistema

de refencia inercial. Adem�as en los intervalos como{tiemp o dos eventos que o currieron uno

despu�es del otro son causales. Es decir, no existe un sistema de referencia en el cual el primer

evento o curra despu�es que el segundo. Por esta raz�on es p osible de�nir el pasado absoluto y

el futuro absoluto de un evento como{tiemp o. La Figura I I.3 muestra esta situaci�on para un

y
Nota que si la m�etrica hubiese sido escogida como (- ; + ; + ; +) entonces los intervalos como{espacio

ser��an reales y los como{tiemp o ser��an imaginarios.
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evento en el origen. Las l��neas a 45

�
representan l��neas de universo de fotones. Dibujado en

sus cuatro dimensiones, estas l��neas se convierten en un cono, denominado frecuentemente

como el cono de luz . Dentro de este cono, to dos los eventos son como{tiemp o y se re�eren

a movimientos p or deba jo de la velo cidad de la luz (movimientos p ermitidos). Fuera del

mismo, los eventos son como{espacio y corresp onden a movimientos de part��culas que

via jan m�as r�apido que la luz. Estos �ultimos movimientos no tienen sentido f��sicamente

hablando y p or lo tanto esta zona es una zona no p ermitida. To dos los eventos dentro del

cono de luz que se encuentran p or arriba del origen corresp onden al futuro absoluto del

evento en el origen y los deba jo del origen son su pasado absoluto. Nota que la causalidad

es p osible de violar si un intervalo es como{espacio. Esto signi�ca que en un intervalo

como{espacio es p osible hacer que un evento A o curra antes que otro B, al contrario de lo

que sucede en otro sistema de referencia, en donde el evento B es ahora anterior a A. De

aqu�� se sigue inmediatamente que al via jar mas r�apido que la velo cidad de la luz es p osible

via jar al pasado.

x11. Tiempo propio

Consideremos un sistema de referencia inercial K, en el cual se instalan relo jes sincroni-

zados

y
. Un relo j que se encuentra en otro sistema de referencia K' se mueve con velo cidad

v con resp ecto al sistema K. En el sistema K se mide un in�nitesimal de tiemp o d t en el

cual el relo j en movimiento avanza una distancia d l =
È

( d x2 + d y2 + d z2) . El intervalo de

tiemp o d t 0
que marca el relo j en movimiento corresp ondiente es tal que d l 0 = 0. Con esto

y utilizando el hecho de que el intervalo es un invariante relativista, entonces

d s2 = c2
d t 2 - d l 2 = d s02 = c2

d t 02:

y
Aunque ya te deb e hab er quedado claro, m�as vale dejarlo dicho. La manera de sincronizar relo jes en un

sistema de refencia inercial es la siguiente. Instalemos relo jes en to dos los puntos del espacio referidos a este

sistema. Esco jamos un relo j base, digamos un relo j que se encuentra en el origen de co ordenadas. Cuando

el relo j marca las 0hrs (p or ejemplo), un haz de luz es disparado en to das las direcciones del espacio. A la

distancia r del origen de co ordinadas, justo cuando llega la se ~nal de luz, to dos los relo jes deb en marcar las

0hrs tambi�en. Haciendo esto para to dos los relo jes que se encuentran en cada punto del espacio se logra

sincronizar a to dos los relo jes en un sistema de refencia inercial.
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Distancia

Cono de Luz
del futuro

ct

del pasado

Cono de Luz

Figura II.3: Un evento (el origen) en el diagrama de Minkowski es atravesado p or las

l��neas de universo de la luz. Estas l��neas forman un cono cuando se toman las 4 dimen-

siones (un cono en 4 dimensiones). Los eventos dentro del cono de luz son como{tiemp o

(eventos f��sicamente p ermitidos) y los de fuera del cono son eventos como{espacio (eventos

f��sicamente prohibidos).

De aqu�� que

d t 0 = d t

Ê

1 -
d l 2

c2
d t 2 :
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Pero como d l 2=d t 2 = v

2
entonces

d � := d t 0 = d s=c = d t
È

1 - v

2=c2: (11.1)

Integrando esta ecuaci�on se obtiene la relaci�on que existe entre la diferencia de tiemp os

( t 2 - t 1 ) medidos en K y la diferencia de tiemp os ( t 0
2 - t 0

1) corresp ondientes en K'

� 2 - � 1 = t 0
2 - t 0

1 =
Zt 2

t 1

d t
È

1 - v

2=c2: (11.2)

El tiemp o �� = � 2- � 1 medido p or un relo j en movimiento con resp ecto a varios relo jes

en rep oso en un sistema de refencia inercial se denomina tiempo propio . Es claro de la

ecuaci�on (11.2) que el tiemp o propio es menor al tiemp o corresp ondiente observado en

el sistema K. Dicho de otro mo do, un relo j en movimiento camina m�as lento que varios

relo jes en rep oso que se encuentran en un sistema de referencia inercial dado.

La situaci�on vista desde el sistema de referencia K' no es la misma. Para esto, mont�emo-

nos en el sistema de referencia K', donde �unicamente se encuentra un relo j, el cual est�a sien-

do comparado con diferentes relo jes colo cados en K. Es claro que la situaci�on no es sim�etrica

y p or lo tanto un observador en K' no ver��a que los relo jes en K caminan m�as lento con

resp ecto a �el. Por ejemplo, sup ongamos que el metro de la ciudad de M�exico via ja a una

velo cidad constante de 0:5c entre la estaci�on Universidad y la estaci�on Indios Verdes. Con-

sideremos que los relo jes en los andenes de estas estaciones han sido sincronizados. Un

pasa jero sincroniza su relo j en la estaci�on Universidad antes de subirse al metro. Al llegar

a la estaci�on Indios Verdes el pasa jero notar�a que en efecto, su relo j se encuentra atrasado

con resp ecto al relo j de la estaci�on Indios verdes.

El problema llega justamente cuando la comparaci�on de los relo jes se hace con un mismo

relo j. Por ejemplo, si el relo j en movimiento realiza una trayectoria cerrada, entonces la

comparaci�on ser��a entre dos relo jes solamente (es como ir en la l��nea 3 del metro, saliendo de

Universidad, llegar a Indios Verdes y regresar a Universidad). En este caso, la comparaci�on

se realiza entre dos relo jes �unicamente: el relo j en movimiento y un s�olo relo j en K. En

otras palabras, p o dr��a creerse que el relo j en movimiento camin�o m�as lento que el que

est�a en rep oso sobre K. Pero desde el punto de vista del sistema K' es el relo j en K quien

se mueve y p or lo tanto p o dr��a decirse que el relo j en K camin�o m�as lento que el de K'.
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Sin embargo, resulta que el movimiento en una trayectoria cerrada no se lleva acab o en un

sistema de refencia inercial. Movimiento curvil��neo implica que el sistema de refencia es

no{inercial. Como veremos m�as adelante, en la parte de relatividad general, los relo jes que

se encuentran en sistemas de referencia no{inerciales caminan m�as lento al compararlos con

relo jes �jos en un sistema de refencia inercial. De esta manera p or ejemplo, si se encuentran

dos gemelos en la tierra y uno de ellos hace un via je a velo cidades cercanas a las de la luz

para visitar la estrella m�as cercana (Pr�oxima Centauri), cuando regrese a la tierra, esta

p ersona se ver�a m�as joven que su hermano gemelo. La contradicci�on aparente que surge de

este problema fue muy famosa en la historia de la f��sica y se le cono ce como la paradoja

de los gemelos .

De la ecuaci�on (11.1) se sigue de manera general que el intervalo de tiemp o medido p or

un relo j en movimiento y tomado entre dos puntos a y b del cuatro{espacio (es decir, a lo

largo de la l��nea de universo del relo j en movimiento) est�a dado p or

1
c

Zb

a
d s: (11.3)

Si el relo j est�a en rep oso, entonces la l��nea de universo es una l��nea paralela al eje t . Si

el relo j est�a en movimiento, entonces esta l��nea de universo es una curva con extremos a

y b . Adem�as como vimos, el intervalo de tiemp o le��do p or un relo j en rep oso es mayor

que el intervalo de tiemp o de un relo j en movimiento. En otras palabras, la integral (11.3)

p osee un valor m�aximo si se toma a lo largo de una trayectoria donde el relo j est�a en

rep oso (una l��nea paralela al eje t con puntos inicial a y �nal b ). Cualquier otra trayectoria

que tenga como punto inicial a y �nal b resultar�a en un valor inferior para la integral

y
.

Evidentemente esto no es as�� en el espacio Euclidiano de tres dimensiones. De hecho, una

trayectoria rectil��nea corresp onde a un m��nimo (recuerda que la distancia entre dos puntos

a y b se de�ne como el m��nimo de to das las p osibles trayectorias para conectar a a y b ).

El car�acter de m�aximo para el cuatro{espacio de Minkowski es debido a que el intervalo

tiene signos p ositivos y negativos en vez de p ositivos como sucede en el caso Euclidiano.

y
En o casiones es bueno matar moscas con b ombas nucleares, as�� es que hagamos la demostraci�on de

esto matem�aticamente. La integral (11.3) puede escribirse como

Rb
a L d t donde la funci�on L := ( 1=c) d s=d t =

(1=c)
�
c2

d t 2 - d l 2 � 1=2
=d t =

�
1 - v

2=c2 � 1=2
representa el Lagrangiano. Utilizando las ecuaciones de Euler{

Lagrange ( ( d =d t )(@L=@v ) = @L=@t) se obtiene que los extremos del funcional L corresp onden a v = c o

v = 0. Claramente, el caso en el que la velo cidad es igual a la velo cidad de la luz corresp onde a un m��nimo,

pues en ese caso

Rb
a d s = 0. El m�aximo v = 0 corresp onde a una l��nea paralela al eje t .
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x12. Transformaci�on de Lorentz

En mec�anica no{relativista, la f�ormula de transformaci�on de un sistema de referencia

inercial a otro se efect �ua mediante la transformaci�on de Galileo. Si el origen del tiemp o se

escoge justo cuando los or��genes de amb os sistemas, K y K' coinciden, esta transformaci�on

est�a dada p or

r = r 0+ v t; t = t 0
(12.1)

donde t es el tiemp o, r el vector p osici�on y v la velo cidad del sistema K' con resp ecto

al sistema K. Las cantidades no primadas y las primadas se re�eren a los sistemas de

referencia K y K' resp ectivamente. Esta transformaci�on no sirve en mec�anica relativista

pues no deja invariante al intervalo, adem�as de que la sup osici�on t = t 0
viola el principio

de relatividad de Einstein (cf. secci�on x 9).

Busquemos entonces una transformaci�on de tal manera que el intervalo sea una canti-

dad invariante. Como d s puede verse como la distancia entre dos eventos en el el cuatro{

espacio, entonces sab emos que las transformaciones que dejan invariante a la distancia son

traslaciones y rotaciones. Sin embargo, las traslaciones no son de inter�es pues corresp onden

precisamente a un reescalamiento del origen de co ordenadas y de tiemp o. Busquemos en-

tonces una rotaci�on en este espacio de cuatro dimensiones. Por un momento (y solamente

en esta o casi�on) escribamos al intervalo como d s2 = c2
d t 2 + d � 2

en donde hemos escrito

� 2 = - l 2
. De esta manera, el espacio de Minkowski \puede" verse como un espacio eucli-

diano. Las rotaciones base que pueden hacerse en un espacio de cuatro dimensiones son

rotaciones en los planos xy; zy; xz; tx; ty y tz . Cualquier otra rotaci�on puede descomp o-

nerse en comp osiciones de estas seis. Las primeras tres rotaciones corresp onden a rotaciones

puramente espaciales y no son de inter�es para nosotros (pues no habr��a transformaci�on del

tiemp o).

Por simplicidad, sup ongamos que el sistema K' se est�a moviendo sobre el eje x con una

velo cidad v con resp ecto a K. De esta manera, la transformaci�on que estamos buscando

deb e ser una rotaci�on que involucra al tiemp o t y a la co ordenada x en amb os sistemas

de referencia (rotaci�on en el plano xy ). Por lo tanto, para transformar del sistema K al

sistema K' se tiene que efectuar la siguiente op eraci�on (rotaci�on) entre las co ordenadas ct
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y � = ix (con i 2 = - 1)

„
ct

�

Ž

=

„
cos � sin �

- sin � cos �

Ž „
ct 0

� 0

Ž

;

en donde � es el �angulo de rotaci�on. Escribiendo � = ix y � 0 = ix 0
se obtiene que

„
ct

x

Ž

=

„
cosh 	 sinh 	

sinh 	 cosh 	

Ž „
ct 0

x0

Ž

; (12.2)

en donde 	 = - i� . La transformaci�on (12.2) es la transformaci�on buscada. Representa

la \rotaci�on" en el plano xt del espacio pseudo{euclidiano de cuatro dimensiones de Min-

kowski. Como el origen del sistema K' se mueve con velo cidad v con resp ecto a K, entonces

sustituyendo x0 = 0, la ecuaci�on (12.2) implica que x = ct 0
sinh 	 y ct = ct 0

cosh 	 . Di-

vidiendo estas ecuaciones y utilizando el hecho de que v = x=t se obtiene entonces que

tanh 	 = v =c. De aqu�� se sigue que sinh 	 = 
 v =c y cosh 	 = 
 , en donde el factor de

Lorentz 
 est�a de�nido p or


 =
1

È
1 - v

2=c2
: (12.3)

Sustituyendo estos resultados en la ecuaci�on (12.2) se obtiene la transformaci�on bus-

cada, cono cida como la transformaci�on de Lorentz

x = 
 (x0+ v t 0); y = y 0; z = z0; t = 
 (t 0+ v x0=c2): (12.4)

La transformaci�on inversa, en la cual se expresa x0; y 0; z0; t 0
como funci�on de x; y; z; t

se encuentra f�acilmente cambiando v p or - v debido a que el sistema K se mueve con ve-

lo cidad - v con resp ecto a K'. Nota que en el l��mite cuando c ! 1 las transformaciones

de Lorentz se convierten en las transformaciones de Galileo. En el caso en que v > c las

co ordenadas x y t son imaginarias. Esto expresa matem�aticamente la imp osibilidad de

movimiento a velo cidades mayores que las de la luz. Adem�as cuando v = c las transforma-

ciones quedan indeterminadas.

Las transformaciones de Galileo cumplen con la propiedad de conmutatividad. En otras

palabras, el resultado de aplicar primero una transformaci�on de Galileo y luego otra no
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68 II RELATIVIDAD ESPECIAL

dep ende del orden en el que se apliquen estas transformaciones. Esto no o curre en el caso

de las transformaciones de Lorentz. Esto se sigue del hecho de que la transformaci�on de

Lorentz constituye una rotaci�on en el cuatro{espacio. En efecto, el resultado de aplicar

dos rotaciones alrededor de ejes distintos dep ende del orden en el que se apliquen estas

rotaciones.

�

Unicamente cuando las rotaciones se efect �uen sobre el mismo eje, entonces

existe conmutatividad. Dicho de otro mo do, solamente cuando los vectores velo cidad v 1 y

v 2 de las transformaciones sean paralelos entre si, existe la p osibilidad de conmutaci�on.

Consideremos ahora un relo j en rep oso en el sistema K'. Tomemos dos eventos que

o curren en el mismo lugar en este sistema. La diferencia de tiemp os entre estos eventos

est�a dada p or �t 0 = t 0
2 - t 0

1. Busquemos ahora el corresp ondiente tiemp o �t que se observa

en el sistema K. Utilizando las transformaciones de Lorentz (12.4) , se obtiene que t 1;2 =


 (t 0
1;2 + v x0=c2) . De tal forma que

�t = t 2 - t 1 = 
�t 0;

tal como se hab��a mostrado en la ecuaci�on (11.2) : el relo j en movimiento camina m�as

lento con resp ecto a los relo jes instalados en el sistema en rep oso. Este resultado es muy

imp ortante y se le denomina la dilaci�on del tiempo .

Consideremos ahora que se quiere realizar la medici�on de una longitud de una varilla

paralela al eje x del sistema K. Si las puntas de la varilla corresp onden a p osiciones x1 y x2

entonces la longitud de la misma en el sistema K est�a dada p or �x = x2- x1. Determinemos

ahora las co ordenadas x0
1 y x0

2 de las puntas de la varilla en el sistema K' para un mismo

tiemp o t 0
. Utilizando las transformaciones de Lorentz se obtiene que x1;2 = 
 (x0

1;2 + v t 0) .

De esta manera la longitud de la varilla �x 0 = x0
2 - x0

1 en el sistema K' satisface que

�x = 
�x 0
. Para una varilla, se de�ne la longitud propia

y l 0 como la longitud de la varilla

medida en un sistema de referencia en rep oso. As��, como l 0 = �x y de�niendo l = �x 0
, se

obtiene que

l 0 = 
l: (12.5)

Por lo tanto, una varilla alcanza su m�axima longitud cuando se mide en el sistema propio.

y
En relatividad se utiliza el t�ermino propio cuando el valor de cualquier cantidad f��sica est�a referido al

lugar en el cual dicha cantidad se encuentra en rep oso.
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x12 TRANSFORMACI �ON DE LORENTZ 69

Este resultado se cono ce como la contracci�on de Lorentz . Como las direcciones ortogonales

a la direcci�on del movimiento son invariantes de Lorentz, entonces el volumen V de un

ob jeto se transforma mediante la siguiente f�ormula

V 0 = 
 V ; (12.6)

en donde V 0 representa el volumen propio del ob jeto en consideraci�on.

Busquemos ahora formulas que relacionen la velo cidad de una part��cula de un sistema

de referencia inercial a otro. Para esto, consideremos como antes que la velo cidad del

sistema K' con resp ecto a K es paralela al eje x y que tiene un valor ! . Sup ongamos que

v = v � e � es la velo cidad de una part��cula en el sistema de referencia K y que v 0 = v

0
� e 0

�

es el valor de esta velo cidad medida en el sistema de referencia K'. Diferenciando las

transformaciones de Lorentz (12.4) , se obtiene que

d x = 
 (! )
€

d x0+ v d t 0
Š

; d y = d y 0; d z = d z0; d t = 
 (! )
€

d t 0+ v d x0=c2
Š

;

donde 
 2(w) = 1=(1 - ! 2=c2) . Dividiendo las primeras tres igualdades p or la �ultima y

utilizando el hecho de que v � = d x� =d t y v

0
� = d x0

� =d t 0
se obtienen las f�ormulas para la

transformaci�on de las velo cidades de un sistema de referencia inercial K' a otro K

v x =
v

0
x + !

1 + v

0
x!= c2 ; v y =

v

0
y 
 (! )

1 + v

0
x!= c2 ; v z =

v

0
z
 (! )

1 + v

0
x!= c2 : (12.7)

Cuando c ! 1 la ecuaci�on (12.7) tiende a v x = v

0
x + ! , v y;z = v

0
y;z y t = t 0

, que

corresp onde a la ley de adici�on de velo cidades en mec�anica no{relativista. Es claro de las

ecuaciones (12.7) que la suma de dos velo cidades nunca excede la velo cidad de la luz. El

hecho de que en las f�ormulas de adici�on de velo cidades, las dos velo cidades v � y ! entren

de manera no sim�etrica se deb e a la no conmutatividad de las transformaciones de Lorentz.

Consideremos ahora una part��cula en el sistema de referencia K' la cual se mueve sobre

el plano xy (de hecho esta trayectoria plana se puede escoger para cualquier movimiento

de la part��cula siempre y cuando se considere un intervalo de tiemp o su�cientemente

p eque ~no). En co ordenadas p olares, la velo cidad en este sistema de referencia est�a dada p or

v = v cos � er + v sin � e � en donde r y � representan la distancia al origen y el �angulo p olar
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70 II RELATIVIDAD ESPECIAL

resp ectivamente. En el sistema K', que se mueve con velo cidad ! sobre el eje x con resp ecto

a K, la velo cidad de la part��cula se puede escribir como v 0 = v

0
cos � 0er 0 + v

0
sin � 0e � 0

.

De esta manera, utilizando la ecuaci�on (12.7) se obtiene la relaci�on entre la direcci�on de la

velo cidad de un sistema de referencia a otro

tan � =
v

0
 - 1(! ) sin � 0

v

0
cos � 0+ !

: (12.8)

Para el caso de un haz de luz, se tiene que v = v

0 = c. En este caso se obtiene el fen�omeno

de aberraci�on de la luz que consiste en la desviaci�on que se pro duce en un haz de luz p or

pasar de un sistema de referencia inercial a otro

y

tan � =

 - 1(! ) sin � 0

!= c + cos � 0 : (12.9)

De la ecuaci�on (12.9) se sigue que sin � = 
 - 1(! ) sin � 0=(1 + ! cos � 0=c) y que cos � =

( cos � 0+ != c)=(1 + ! cos � 0=c) . De esta manera para el caso en que ! � c se obtiene a

primer orden en != c que

�� := � 0- � � sin � - sin � 0 = -
!
c

sin � 0
cos � 0 �

!
c

sin � 0: (12.10)

El �angulo �� es el �angulo de ab erraci�on y la ecuaci�on (12.10) es la famosa f�ormula para la

ab erraci�on de la luz en la �optica geom�etrica.

x13. Cuatro{vectores

Un evento puede describirse p or el conjunto de co ordenadas (ct; x; y; z ) . Esto puede

verse como las comp onentes de un vector (radiovector) en un espacio de cuatro dimensiones.

Sus comp onentes las denotamos p or xi
y como mencionamos en la secci�on x 7 los ��ndices

latinos toman valores 0; 1; 2; 3. La selecci�on la haremos aqu�� de la siguiente manera:

y
Es curioso que George Lucas haya utilizado este hecho en su serie de p el��culas la guerra de las galaxias .

Por ejemplo cuando el Halc�on Milenario (el sistema de referencia K) via ja a velo cidades relativistas, se

observa lo siguiente desde la ventana del mismo. Para esta nave, son las estrellas quienes se mueven a

velo cidades relativistas. Los rayos de luz provenientes de las estrellas entonces se observan a un �angulo

� � 1 como lo muestra la ecuaci�on (12.8) . Por esto, en la ventana de la nave se ve que los rayos de luz

provenientes de las estrellas se colapsan en un punto justo en el centro de la misma.
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x0 = ct; x 1 = x; x2 = y; x3 = z: (13.1)

De�nimos la \longitud" de este radio vector como

(x0)2 - ( x1)2 - ( x2)2 - ( x3)2
(13.2)

Evidentemente esta longitud no cambia con resp ecto a rotaciones del espacio cuatro{

dimensional, particularmente es invariante ba jo transformaciones de Lorentz.

De manera general, un conjunto de cuatro cantidades A i
que se transforman como las

comp onentes del radio vector xi
ba jo transformaciones del espacio cuatro{dimensional se

llama un cuatro{vector

y
. En otras palabras, ba jo las transformaciones de Lorentz las

comp onentes de este cuatro{vector se transforman como

A0 =
A 00 + A 01w=c
È

1 - w2=c2
; A1 =

A 01 + A 00w=c
È

1 - w2=c2
; A2 = A 02; A3 = A 03: (13.3)

El cuadrado de la magnitud de cualquier cuatro{vector A i
se de�ne como

(A 00)2 - ( A 01)2 - ( A 02)2 - ( A 03)2: (13.4)

Por conveniencia, intro duzcamos ahora dos tip os de comp onentes para los cuatro{

vectores, denost�andolos p or A i
y A i . Estas comp onentes las de�nimos relacionadas unas a

otras p or

A0 = A0; A � = - A � : (13.5)

Los cuatro{vectores A i
se llaman contravariantes y los A i covariantes . Utilizando las

ecuaciones (13.4) {(13.5) esto implica que el cuadrado de un cuatro{vector puede escribirse

como A i A i , en donde la convenci�on de suma explicita de Einstein ha sido utilizada. La

regla m�as imp ortante a recordar con resp ecto a esta convenci�on es que de los pares de

y
Esto no es de sorprenderse, pues como ya sab��as un vector en el espacio Euclidiano de 3D es un

conjunto de tres co ordenadas que al hacer una rotaci�on alrededor de alguno de los ejes co ordenados, sus

comp onentes se transforman de acuerdo a la f�ormula de rotaciones.
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��ndices que se est�en sumando, uno deb e ser sup er��ndice y el otro sub��ndice. Adem�as, como

siempre, no deb en existir nunca m�as de dos ��ndices rep etidos en una ecuaci�on matem�atica.

En completa analog��a con la de�nici�on del cuadrado de la magnitud de un cuatro{

vector, p o demos de�nir el producto escalar de dos vectores como

a i b
i = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3: (13.6)

Es evidente que a i bi = a i bi . En otras palabras, uno puede intercambiar los ��ndices sup e-

riores e inferiores siempre que est�en rep etidos.

De la ecuaci�on (13.3) y la relaci�on (13.5) se sigue que

A0 =
A 0

0 - A 0
1w=c

È
1 - w2=c2

; A1 =
A 0

1 - A 0
0w=c

È
1 - w2=c2

; A2 = A 0
2; A3 = A 0

3: (13.7)

De aqu�� uno puede mostrar que el pro ducto escalar A i Bi es un cuatro{escalar (invariante

ba jo rotaciones en el espacio cuatro{dimensional). Sin embargo, esto est�a de m�as, ya que

este resultado es obvio si se ve la similitud entre el pro ducto escalar entre dos vectores

diferentes y el cuadrado AkAk
.

Como es costumbre, la comp onente A0
de un cuatro{vector se llama la componente

temporal (de tiemp o) y a cada una de las comp onentes A �
se les denomina componen-

tes espaciales . El cuadrado de un cuatro{vector puede ser p ositivo, negativo o cero. Un

cuatro{vector se denomina como{tiempo , como{espacio o nulo si su cuadrado es p o-

sitivo, negativo o cero resp ectivamente (tal cual como se hace con el intervalo d s). Ba jo

rotaciones espaciales, las comp onentes A �
de un cuatro{vector se comp ortan como un tres{

vector A . La comp onente temp oral de un cuatro{vector es un tres{escalar con resp ecto a

estas transformaciones. Es p or esta raz�on que frecuentemente uno escrib e las comp onentes

de un vector como A i = ( A0; A ) . Las comp onentes covariantes de este mismo vector son

evidentemente A i = ( A0; - A ) y el cuadrado del mismo cuatro vector es (A0)2 - A 2
. Las

propiedades de los vectores en un espacio Euclidiano ya han sido discutidas anteriormente

en x 7 y como vimos, no hay necesidad de hacer diferencia entre covariante y contravariante

en este caso.

Un tensor cuatro{dimensional de rango 2 es un conjunto de 16 cantidades A ik
que
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ba jo transformaciones de co ordenadas, se comp orta como las transformaciones del pro ducto

de dos vectores (p or ejemplo, el pro ducto a i bk
). De la misma manera, esta de�nici�on puede

ser generalizada para tensores de rango mayor.

Las comp onentes de un tensor de rango 2 se pueden escribir de forma contravariante

A ik
, covariante A ik y mixtas: A i

k , A i
k

y A i
k . En este �ultimo caso es imp ortante hacer la

diferencia entre los distintos ��ndices sup eriores e inferiores. De hecho, la �ultima notaci�on

A i
k es utilizada �unicamente cuando no hay confusi�on alguna y esto o curre cuando las

comp onentes mixtas A i
k = A i

k
, es decir cuando el tensor es sim�etrico : A ik = A ik . Se dice

que un tensor es antisim�etrico cuando A ik = - A ik , lo cual implica que las comp onentes

con amb os ��ndices iguales son nulas.

De la misma manera que para cuatro{vectores, to da ecuaci�on que contenga tensores,

deb e tener ��ndices libres id�enticos arriba y aba jo. Estos mismos pueden moverse libremente

hacia arriba o hacia aba jo, siempre y cuando se haga lo mismo de amb os lados de la

igualdad. Si p or alguna raz�on llegas a ver que estas igualando comp onentes covariantes

con contravariantes en una ecuaci�on, algo est�a severamente mal.

La contracci�on de un tensor A i
i es llamada traza del tensor. Evidentemente, el pro-

ducto escalar de dos cuatro{vectores es una contracci�on pues el escalar A i Bi
es formado al

contraer el cuatro{tensor A i Bk
.

El tensor unitario de rango 2 , o delta de Kronecker � i
k , es tal que para cualquier

cuatro{vector � i
kAk = A i

. Esto implica que sus comp onentes son tales que � i
k = 1 s�� i = k

y � i
k = 0 s�� i 6= k .

Subiendo o ba jando los ��ndices del tensor unitario � i
k uno puede obtener el tensor

sim�etrico gik
o gik llamado el tensor m�etrico . Es f�acil ver que

gik = gik =

2

6
6
6
6
6
4

1 0 0 0

0 - 1 0 0

0 0 - 1 0

0 0 0 - 1

3

7
7
7
7
7
5

:= diag (1; - 1; - 1; - 1): (13.8)

De aqu�� se sigue la f�ormula para subir y ba jar ��ndices

gik Ak = A i ; gik Ak = Ak ; (13.9)
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la cu�al implica que p or ejemplo el intervalo pueda escribirse como

y

d s2 = gik d xi
d xk : (13.10)

Una de las propiedades que hace esp eciales a los tensores � i
k; gik ; y gik es que son los

mismos en cualquier sistema de co ordenadas (pues as�� fueron escogidos). Otro tensor que

cumple con este hecho es el tensor unitario completamente antisim�etrico o tensor de

Levi{Civita � iklm
. Al igual que su contraparte en tres dimensiones, este tensor es tal que

cambia de signo ante el intercambio de cualquiera de sus ��ndices. De la antisimetr��a se sigue

que to das las comp onentes en las cuales dos ��ndices son rep etidos, vale cero. As�� pues, las

�unicas comp onentes no nulas son aquellas en las cuales to dos los ��ndices son diferentes. Es

costumbre de�nir

� 0123 = + 1: (13.11)

De esta manera, las comp onentes de este tensor son + 1; o - 1 si los ��ndices pueden llevarse

al arreglo 0123 mediante una p ermutaci�on par o impar resp ectivamente. El n �umero de to das

las comp onentes no nulas es claramente 4! De esta manera, la contracci�on

� iklm � iklm = - 4! (13.12)

Con resp ecto a rotaciones del sistema de co ordenadas, el tensor � iklm
se comp orta

como un tensor, p ero no lo es as�� mediante re
exiones debido a que las comp onentes de un

tensor deb en cambiar de signo ante estas mismas y p or de�nici�on este tensor es el mismo

en cualquier sistema co ordenado.

Estrictamente hablando, este tensor no es un tensor, es un pseudotensor , es decir, se

comp orta como un tensor mediante rotaciones del sistema co ordenado, excepto aquellas

que no pueden ser reducidas a rotaciones (i.e. re
exiones).

El pro ducto � iklm � prst
forma un tensor (verdadero) de rango 8. La contracci�on de uno

o m�as pares de ��ndices da tensores de rango 6, 4, 2 y 0 cuyas comp onentes son 0, � 1

(un tensor de rango cero es un escalar). Debido a esto, las comp onentes de estos tensores

y
Claramente tambi�en pude escribirse como d s2 = gab

d xa d xb sin embargo es conveniente escribirlo

como lo muestra la ecuaci�on (13.10) para evitar una confusi�on un p o co delicada que sucede en los espacios

curvos como veremos m�as adelante.
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deb en ser prop orcionales a pro ductos de � i
k , ya que es el �unico tensor verdadero cuyas

comp onentes son las mismas en to do sistema de referencia. No es complicado mostrar que

� iklm � pklm = - 3! � i
p; � iklm � prlm = - 2! det

2

4 � i
p � i

r

� k
r � k

p

3

5 ;

� iklm � prsm = - 1! det

2

6
6
4

� i
p � i

r � i
s

� k
p � k

r � k
s

� l
p � l

r � l
s

3

7
7
5 ; � iklm � prst = - 0! det

2

6
6
6
6
6
4

� i
p � i

r � i
s � i

t

� k
p � k

r � k
s � k

t

� l
p � l

r � l
s � l

t

� m
p � m

r � m
s � m

t

3

7
7
7
7
7
5

: (13.13)

El determinante de un tensor A ik de rango 2 es el determinante de la matriz forma-

da p or sus comp onentes. En completa analog��a con la ecuaci�on (7.6) este determinante

est�a dado p or

det (A ik ) = � ikmp A i0Ak1Am2Ap3: (13.14)

De esta manera, las ecuaciones (7.7) -(7.8) se generalizan resp ectivamente como

� prst A ip Akr A lsAmt = - � iklm det (Akl ) ; (13.15)

� iklm � prst A ip Akr A ls Amt = 4! det (Akl ) : (13.16)

Si A ik
es un tensor antisim�etrico , entonces este tensor y el pseudotensor A � ik :=

1
2� iklm A lm entonces se dice que amb os tensores son duales uno al otro. De la misma ma-

nera, � iklm Am es un pseudotensor antisim�etrico de rango 3 dual al vector A i
. El pro ducto

A ik A �
ik es evidentemente un pseudo escalar.

El cuatro{gradiente de un escalar � se de�ne como el cuatro{vector

@�=@xi =
�

1
c

@�
@t

; r �
�

: (13.17)

La diferencial de un escalar d �
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d � =
@�
@xi

d xi ; (13.18)

es tambi�en un escalar ya que es la contracci�on de dos vectores. El divergente del vector A i

se de�ne como @Ai =@xi y
.

En el espacio Euclidiano de tres dimensiones uno puede integrar a lo largo de una curva,

al rededor de un �area y dentro de un volumen. La generalizaci�on en el espacio de cuatro

dimensiones como lo hemos de�nido hasta ahora se lleva a cab o de la siguiente manera

P Integral sobre una curva en el cuatro{espacio . Ü En este caso el elemento de

integraci�on es el elemento de l��nea que es el vector d xi
.

P Integral sobre una super�cie de dos dimensiones en el cuatro{espacio . Ü Para

buscar el elemento de integraci�on en este caso es imp ortante observar lo que sucede en el

espacio Euclidiano de tres dimensiones. En este espacio la proyecci�on del �area que hace el

paralelogramo formado p or los vectores d r y d r 0
en los planos co ordenados x� x� est�a dada

p or d x� d x0
� - d x� d x0

� . De la misma manera, en el cuatro{espacio el elemento de �area

est�a dado p or el tensor antisim�etrico d f ik = d xi
d x0k - d xk

d x0i
. Las comp onentes de este

tensor son las proyecciones del elemento de �area en cada uno de los planos co ordenados.

Sin embargo, en el tres{espacio, uno no utiliza el tensor d f �� = d x�
d x0� - d x�

d x0�
como

elemento de integraci�on, sino el vector d f � que es dual a este tensor d f � = 1
2� ��
 d f �
 .

Geom�etricamente, este es un vector normal al elemento de sup er�cie e igual en magnitud

al �area del elemento. En el cuatro{espacio no es p osible construir este vector, sin embargo

uno puede construir el tensor dual d f � ik
al tensor d f ik

d f � ik =
1
2

� iklm
d f lm : (13.19)

De la misma manera, este tensor describ e a un elemento de �area igual y normal al elemento

de la sup er�cie d f ik
. Esto �ultimo es claro ya que d f ik

d f �
ik = 0.

P Integral sobre una hipersuper�cie de tres dimensiones . Ü El volumen del para-

lelep��p edo que forman tres vectores d r ; d r 0; d r 00
est�a dado p or ( d r ^ d r 0) � d r 00

, que puede

y
En general uno utiliza siempre las comp onentes covariantes del cuatro{op erador ( @=@xi

). En raras

o casiones se habla de la derivada con resp ecto a la comp onente contravariante. Para este caso el op erador

de diferenciaci�on es @=@xi = ( @=c@t;- r ) :
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x13 CUATRO{VECTORES 77

escribirse como

det

2

6
6
4

d x� d x0
� d x00

�

d x� d x0
� d x00

�

d x
 d x0

 d x00




3

7
7
5 := d S��
 : (13.20)

Si ahora p ensamos en este volumen como sumergido en un espacio cuatro{dimensional,

entonces p o demos decir que la proyecci�on del paralelep��p edo {es decir, el \ �area " de la

hip ersup er�cie{ generada p or los cuatro{vectores d xi ; d x00i ; y d x00i
est�a dada p or los

determinantes

det

2

6
6
4

d xi
d x0i

d x00i

d xk
d x0k

d x00k

d xl
d x0l

d x00l

3

7
7
5 := d Sikl : (13.21)

Es conveniente utilizar como elemento de integraci�on sobre la hip ersup er�cie el cuatro{

vector d Si
dual al tensor d Siklm

dado p or

d Si = -
1
6

� iklm
d Sklm ; d Sklm = � nklm d Sn : (13.22)

Geom�etricamente d Si
es un cuatro{vector igual en magnitud a las \ caras " del elemento

de hip ersup er�cie y normal al mismo. De la de�nici�on anterior se sigue que d S0 = d S123 =

d x d y d z. En otras palabras, �este es el elemento de volumen d V en el tres{espacio. Este

volumen es justamente la proyecci�on del elemento de la hip ersup er�cie en cuesti�on en el

hip erplano x0 = const .

P Integral sobre un volumen de cuatro dimensiones . Ü Evidentemente el elemento

de integraci�on est�a dado p or

d 
 := d x0
d x1

d x2
d x3 = c d t d V : (13.23)

Es f�acil ver que este elemento es un escalar. Ba jo cualquier transformaci�on de las variables

de integraci�on no primadas a las primadas, el elemento de integraci�on cambia a

Jd 
 0=
@(x00; x01; x02; x03)

@(x0; x1; x2; x3)
d x00

d x01
d x02

d x03;

Para una transformaci�on lineal de la forma x0i = a i
kxk

, el Jacobiano J es justamente el

determinante det [a i
k ]. Este mismo es la unidad para rotaciones del sistema co ordenado.
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De la misma manera que existen los Teoremas de Gauss y Stokes para el espacio

Eucl��deo de tres dimensiones, es p osible generalizarlos al espacio cuatro{dimensional de

manera natural.

La integral sobre una hip ersup er�cie de tres dimensiones cerrada se transforma en

una integral sobre el cuatro{volumen contenido dentro de la misma haciendo el siguiente

cambio en la integral

d Si � ! d 

@

@xi
: (13.24)

Por ejemplo, la integral de un tensor M ip

	
Z

M ip
d Si =

Z
@Mip

@xi
d 
: (13.25)

Esta �ultima identidad, generaliza el Teorema de Gauss .

La integral sobre una sup er�cie de dos dimensiones puede transformarse en la integral

sobre cualquier hip ersup er�cie de tres dimensiones que tenga como frontera a esta dos{

sup er�cie. Esto se hace mediante el siguiente cambio

d f �
ik � ! d Si

@
@xk

- d Sk
@

@xi
: (13.26)

La integral sobre una curva cerrada en el espacio de cuatro{dimensiones se transforma

en una integral sobre cualquier sup er�cie de dos dimensiones cuya frontera sea la curva en

consideraci�on

d xi � ! d f � ki @
@xk

: (13.27)

As�� pues, la integral de l��nea de un vector M i
puede ser transformada de la siguiente

manera

	
Z

M i d xi =
Z

d f � ik @Mi

@xk
=

1
2

Z
d f � ik

�
@Mk

@xi
-

@Mi

@xk



; (13.28)

que es la generalizaci�on del Teorema de Stokes .

Las venta jas de utilizar un espacio de cuatro dimensiones para hacer nuestras ma-

tem�aticas es clara y lo ser�a a �un m�as a lo largo de tu carrera cient���ca. Comencemos con
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x14 MEC �ANICA RELATIVISTA 79

una simple aplicaci�on. De�nimos la cuatro{velocidad de una part��cula en movimiento

como el cuatro{vector uk
dado p or

uk =
d xi

d s
: (13.29)

<Esta de�nici�on implica que la cuatro{velo cidad es una cantidad adimensional! Utilizando

la ecuaci�on (11.1) se obtiene que 
 ( v ) d s = cd t en donde v es la tres{velo cidad de la

part��cula. Sustituyendo esto en la ecuaci�on (13.29) se obtienen las comp onentes de la

cuatro{velo cidad

uk =
•


; 

v
c

‹
= 


•
1;

v
c

‹
: (13.30)

Dividiendo la ecuaci�on (13.10) p or d s2
se obtiene que

ukuk = 1; (13.31)

es decir, el cuatro{vector de velo cidad es un vector unitario que es tangente a la l��nea

de universo xk
trazada p or una part��cula. Se de�ne la cuatro{aceleraci�on wk

como la

derivada de la cuatro{velo cidad con resp ecto al intervalo, es decir,

wk =
d

2xk

d s2 =
d uk

d s
: (13.32)

De la ecuaci�on (13.31) se sigue que

u l w l = 0: (13.33)

Esto signi�ca que la cuatro{velo cidad y la cuatro{aceleraci�on son cuatro{vectores ortogo-

nales entre s��.

x14. Mec�anica relativista

El principio de m��nima acci�on es utilizado para encontrar la ecuaci�on de movimiento

de una (o varias) part��culas en movimiento en mec�anica no{relativista. Ya que este principio

es de car�acter general en la f��sica, deb e se valido en mec�anica relativista tambi�en.
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80 II RELATIVIDAD ESPECIAL

Para encontrar la acci�on de una part��cula libre observemos que la acci�on S no deb e

dep ender del sistema de referencia que se toma, es decir, deb e ser invariante mediante

transformaciones de Lorentz. En otras palabras, esta acci�on deb e ser un escalar. El in-

tegrando de la acci�on deb e ser una diferencial del primer orden. Naturalmente, el �unico

escalar de primer orden invariante a transformaciones de Lorentz con el cual hemos traba-

jado hasta ahora es d s. En otras palabras, la acci�on deb e escribirse como

S = - �
Zb

a
d s; (14.1)

donde � es una constante de prop orcionalidad y la integral es tomada a lo largo de una

l��nea de universo entre dos eventos a y b . Es obvio que � es un escalar p ositivo ya que la

integral

Rb
a d s toma el valor m�aximo a lo largo de una l��nea recta como vimos en la secci�on

x 11. Si � fuese negativo entonces la integral (14.1) nunca alcanzar��a un m��nimo como lo

demanda el principio de m��nima acci�on. La acci�on S puede escribirse como

S =
Zt 2

t 1

L d t; (14.2)

donde L es el Lagrangiano del sistema. De las ecuaciones (14.1) -(14.2) se obtiene que

L = - � c
È

1 - v

2=c2: (14.3)

donde v es la velo cidad de la part��cula en cuesti�on. Para calcular � tomemos el l��mite

cuando c ! 1 y compar�emoslo con el Lagrangiano Newtoniano, es decir,

L ! - � c + � v

2=2c; cuando c ! 1 : (14.4)

El primer t�ermino del lado derecho de esta ecuaci�on puede ser despreciado pues es una

constante (las constantes no alteran al Lagrangiano). De esta manera y como L = m v

2=2

en mec�anica no{relativista (donde m es la masa de la part��cula), se sigue que � = mc.

Tarea 3

( i ) Calcula el momento p de una part��cula libre en mec�anica relativista utilizando el
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x14 MEC �ANICA RELATIVISTA 81

hecho de que p = @L=@v .

( i i ) La energ��a E de una part��cula est�a dada p or

E = p � v - L: (14.5)

Calcula su valor en mec�anica relativista y muestra que cuando la velo cidad de la

part��cula tiende a cero, esta energ��a tiene un valor en rep oso igual a E = mc2
.

Encuentra el valor de esta energ��a para velo cidades p eque ~nas v =c � 1 y veri�ca

que este valor corresp onde con la energ��a cin�etica de una part��cula libre en mec�anica

no{relativista.

( i i i ) Muestra que cuando la velo cidad de la part��cula alcanza la velo cidad de la luz, el

momento y la energ��a tienden a in�nito. En otras palabras, las part��culas con masa

�nita no pueden via jar a la velo cidad de la luz.

Para hacer el c�alculo en cuatro dimensiones, variemos la acci�on (14.1) escribiendo esta

variaci�on como � para no confundirnos con las dem�as diferenciales, es decir,

�S = - mc�
Zb

a
d s = 0:

Utilizando la ecuaci�on (13.10) se obtiene que d s � ( d s) = d xi � d xi y p or lo tanto

�S = - mc
Zb

a

d xi � d xi

d s
= - mc

Zb

a
u i d �x i = - mc

8
<

:
u i �x i

�
�
�
�
�
�

b

a

+
Zb

a
�x i d u i

d s
d s

9
=

;
; (14.6)

donde u i es la cuatro{velo cidad y la �ultima igualdad del lado derecho en la ecuaci�on previa

se obtuvo integrando p or partes. Debido a que �x i ja = �x i jb = 0 (la variaci�on se lleva a

cab o para distintas trayectorias con puntos �jos a y b ) y como �S = 0, de aqu�� se sigue

que la ecuaci�on de movimiento para una part��cula libre est�a dada p or

d u i =d s = 0; o bien u i = const : (14.7)

Esta ecuaci�on expresa el hecho de que una part��cula que se mueve en un sistema de

referencia inercial lo hace con velo cidad constante.
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82 II RELATIVIDAD ESPECIAL

Para determinar la variaci�on de la acci�on como funci�on de las co ordenadas, dejemos el

punto a �jo y se variemos el punto b . De esta manera

�S = - mcu i �x i : (14.8)

De mec�anica no{relativista, sab emos que el tres{momento est�a dado p or @S=@r y que

la energ��a (Hamiltoniano) est�a dada p or - @S=@t. En mec�anica relativista, de�nimos el

cuatro{momento (o vector energ��a{momento) como

pi = -
@S
@xi

: (14.9)

Sus comp onentes est�an dadas p or pi = ( E=c; p) = mcu i
, donde p es el tres{momento.

Evidentemente pi pi = m2c2
.

La cuatro{fuerza gi
se de�ne como

gi =
d pi

d s
= mc

d u i

d s
=

€
f � v 
= c2; f 
= c

Š
; (14.10)

donde f es el tres{vector fuerza y 
 =
È

(1 - v

2=c2) es el factor de Lorentz de la part��cula

en movimiento.
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Cap��tulo III

Electromagnetismo.

El hecho de que las interacciones pro ducidas p or las fuerzas en la f��sica via jen a una

velo cidad �nita m�axima, la velo cidad de la luz, tiene consecuencias muy imp ortantes sobre

el concepto de camp o. En mec�anica no{relativista, donde las interacciones se transmiten

inmediatamente a to do el espacio, resulta que cuando las part��culas que pro ducen el camp o

se mueven, el resultado de su movimiento es transmitido inmediatamente a to do el espacio

y p or lo tanto el camp o toma su con�guraci�on nueva de manera inmediata. En otras

palabras, el camp o es una mera construcci�on matem�atica.

En mec�anica relativista, las interacciones entre diversas part��culas en un camp o no se

llevan acab o de manera inmediata. Por lo tanto, si alguna de las part��culas en interacci�on

se mueve, la informaci�on de su movimiento tardar�a un cierto tiemp o en llegar a las dem�as

part��culas. Antes del arrib o de la informaci�on, las dem�as part��culas se comp ortar�an como

si la primer part��cula se encontrar�a en su p osici�on antigua. Dicho de otro mo do, el camp o

cerca de estas part��culas se mantiene sin cambio. Es hasta un tiemp o despu�es cuando

el camp o comienza a rea justarse como deb er��a. Por esta raz�on el camp o en mec�anica

relativista deja de ser un arti�cio matem�atico. Por el contrario, debido a que la transmisi�on

de informaci�on se efect �ua en un tiemp o �nito, el camp o tiene sentido f��sico como tal. En

otras palabras, en mec�anica relativista, los camp os <existen f��sicamente!

Debido a que a lo largo del curso estudiaremos la gravitaci�on como un camp o f��sico,

en este cap��tulo construiremos al electromagnetismo a partir de principios de m��nimima

acci�on. Esta es la mejor forma de intro ducirse a la teor��a de camp os cl�asica (i.e. no cu�anti-



84 III ELECTROMAGNETISMO.

ca).

x15. Movimiento en un campo electromagn�etico

Sup ongamos que se tiene un camp o electromagn�etico y que una part��cula con carga

(p ositiva, negativa o cero) e se mueve en el mismo. La acci�on S que describ e este movimiento

deb e estar dada p or dos t�erminos aditivos. Uno de estos t�erminos est�a claramente dado

p or la acci�on (14.1) de una part��cula libre en ausencia de camp os. El otro t�ermino describ e

la interacci�on de la part��cula con el camp o electromagn�etico. Las propiedades del camp o

est�an dadas p or el cuatro{vector potencial electromagn�etico Ak
, que es una funci�on de

las co ordenadas del espacio{tiemp o xl
. El exp erimento muestra que esta acci�on est�a dada

p or -( e=c)
Rb

a Ak d xk
. De esta manera, la acci�on total de una part��cula que se mueve en un

camp o electromagn�etico est�a dada p or

S =
Zb

a



- mc d s -

e
c

Aq d xq
�

; (15.1)

entre dos puntos a y b del espacio{tiemp o. Las comp onentes espaciales y la comp onente

temp oral del cuatro{vector A i
forman un tres{vector y un escalar verdaderos resp ectiva-

mente. Es costumbre escribir

A r = ( �; A ) ; (15.2)

donde la funci�on escalar � se denomina el potencial escalar del campo electromagn�etico

la tres{funci�on vectorial A constituye el potencial vectorial de este mismo camp o. Con

esto, y usando el hecho de que d r =d t = v , la ecuaci�on (15.2) puede ser escrita como

S =
Zb

a



- mc d s - e� d t +

e
c

A � d r
�

;

=
Zb

a



- mc2

È
1 - v

2=c2 - e� +
e
c

A � v
�

d t;

(15.3)

y p or lo tanto el Lagrangiano L de una part��cula que se mueve en un camp o electromagn�eti-

co est�a dado p or
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L = - m c2
È

1 - v

2=c2 - e� +
e
c

A � v : (15.4)

La ecuaci�on de movimiento de la part��cula est�a dada p or las ecuaciones de Euler{Lagrange

y

d

d t

�
@L
@v

�
=

@L
@r

: (15.5)

De la ecuaci�on (15.4) se sigue que

@L
@r

=
e
c

grad (A � v ) - egrad �;

=
e
c

(v � grad ) A +
e
c

v ^ curl A - egrad �:

Con esto, la ecuaci�on de Euler{Lagrange (15.5) est�a dada p or

d

d t

•
p +

e
c

A
‹

=
e
c

(v � r ) A +
e
c

v ^ (r ^ A ) - er �: (15.6)

en donde p es el tres{momento de la part��cula cuando se mueve libremente (cf. Tarea 3).

La derivada d A =d t es la raz�on de cambio en el tiemp o del tres{vector p otencial A que

se lleva a cab o no s�olo a p osiciones �jas ( @A =@t), sino tambi�en la raz�on de cambio en el

tiemp o a lo largo de las p osiciones en el camp o ( ( d r =d t ) � r A ). En otras palabras, esta

derivada es la derivada total con resp ecto al tiemp o: d =d t = @=@t+ v � r . Con esto, la

ecuaci�on (15.6) se reduce a

d p
d t

= -
e
c

@A
@t

- er � +
e
c

v ^ (r ^ A ) : (15.7)

Esta es la ecuaci�on de movimiento de una part��cula en un camp o electromagn�etico. Se

denomina la ecuaci�on de Lorentz o fuerza de Lorentz . El lado izquierdo de esta ecuaci�on

tiene la taza de cambio del momento de la part��cula con resp ecto al tiemp o y p or lo tanto

el lado derecho deb e ser igual a la fuerza que ejerce el camp o electromagn�etico sobre la

part��cula mientras se mueve a lo largo del camp o. El primer y segundo t�ermino de la

ecuaci�on (15.7) no dep enden expl��citamente de la velo cidad. A este tip o de fuerza se le

y
Por si acaso no te ha quedado a �un claro, aqu�� se est�a escribiendo @L=@v := e� @L=@v � , y la co ordenada

r se deja �ja (i.e. esta op eraci�on signi�ca tomar los gradientes de L con resp ecto a la velo cidad, dejando

�ja la p osici�on). De la misma manera @L=@r := e � @L=@x� cuando v est�a �ja.
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denomina fuerza el�ectrica. La intensidad del campo el�ectrico vectorial E se de�ne como

E = -
1
c

@A
@t

- grad �: (15.8)

El tercer t�ermino de la ecuaci�on (15.7) dep ende expl��citamente de la velo cidad. A este

tip o de fuerza se le cono ce como fuerza magn�etica. La intensidad del campo magn�etico

vectorial B se de�ne como

B = curl A : (15.9)

Utilizando las ecuaciones (15.8) -(15.9) se obtiene la famosa relaci�on para la ecuaci�on de

Lorentz

d p
d t

= eE +
e
c

v ^ B: (15.10)

En mec�anica, las ecuaciones de movimiento son invariantes ante la transformaci�on

t ! - t . Es decir, ambas direcciones del tiemp o (pasado y futuro) son equivalentes. Uti-

lizando la ecuaci�on (15.10) es f�acil ver que esto tambi�en es v�alido para el caso del camp o

electromagn�etico. En efecto, si se hacen los cambios

t ! - t; E ! E; B ! - B; (15.11)

entonces utilizando la ecuaci�on (15.10) se ve que la ecuaci�on de movimiento p ermanece

invariable. Los cambios en los camp os E y B en la ecuaci�on (15.11) corresp onden a

� ! �; A ! - A : (15.12)

En otras palabras, un p osible movimiento en el camp o electromagn�etico existe si el movi-

miento reversible (con t ! - t ) es tal que la direcci�on del camp o magn�etico B es cambiada.

Por otra parte, si hacemos el cambio

Aq � ! Aq -
@f

@xq
; (15.13)

en la acci�on (15.1) , entonces la acci�on cambia de la siguiente manera
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S � ! S+
e
c

Zb

a

@f
@xk

d xk = S+
e
c

Zb

a
d f: (15.14)

El �ultimo t�ermino de la ecuaci�on (15.14) se puede despreciar p or ser una diferencial exacta,

la cual no tiene efecto en las ecuaciones de movimiento (la variaci�on de una diferencial

exacta es id�enticamente igual a cero pues los extremos a y b de la curva de integraci�on se

toman �jos al variar la acci�on). En otras palabras, el cambio hecho en la ecuaci�on (15.13)

no altera las ecuaciones de movimiento. Se dice entonces que el camp o electromagn�etico

es invariante a transformaciones de norma . Utilizando la ecuaci�on (15.2) , entonces la

igualdad (15.13) toma la forma

A + grad � � ! A ; � -
1
c

@f
@t

� ! �: (15.15)

x16. Tensor electromagn�etico

Derivemos ahora la ecuaci�on de movimiento (15.7) apropiada para un espacio de cuatro

dimensiones. Para esto es m�as conveniente variar directamente la acci�on (15.1)

�S = �
Zb

a



- mc d s -

e
c

Aq d xq
�

= 0: (16.1)

Utilizando el hecho de que d s2 = d xk d xk
se obtiene de esta ecuaci�on

�S = -
Zb

a



mcuk � d xk +

e
c

Aq d �x q +
e
c

�A k d xk
�

= 0;

donde um = d xm=d s es la cuatro{velo cidad. Integrando los dos primeros t�erminos de esta

ecuaci�on p or partes se obtiene

Zb

a

�
mc

d uk

d s
d s � d xk +

e
c

d Aq d �x q -
e
c

�A k d xk



-

 •

mcu k +
e
c

Ak

‹
�x k

� b

a
= 0: (16.2)

El segundo t�ermino del lado izquierdo de la ecuaci�on (16.2) es cero pues la variaci�on

se lleva acab o con puntos extremos a y b �jos. Debido a que �A k = ( @Ak=@xm) �x m
y

d Ak = ( @Ak=@xm) d xm
entonces la ecuaci�on (16.2) puede escribirse como
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Zb

a

�
mc

d um

d s
-

e
c

�
@Ak
@xm

-
@Am
@xk

�
uk



d s �x m = 0:

Debido a la arbitrariedad de �x m
en la variaci�on, necesariamente se obtiene

mc
d uk

d s
=

e
c

Fkm um ; (16.3)

en donde el tensor electromagn�etico o tensor de Faraday de rango dos antisim�etrico Fkl

est�a de�nido p or

Fik =
@Ak
@xi

-
@Ai
@xk

: (16.4)

La ecuaci�on de movimiento de una part��cula que se mueve en un camp o electromagn�etico

est�a dada p or la ecuaci�on (16.3) . Dicho de otro mo do, la ecuaci�on (16.3) es la ecuaci�on

de Lorentz en cuatro dimensiones. Sus comp onentes espaciales llevan exactamente a la

igualdad (15.7) . La comp onente temp oral implica que la raz�on de cambio de la energ��a

cin�etica E
cin

= 
m c2
(cf. ecuaci�on (14.5) ) con resp ecto al tiemp o est�a dada p or

y

d E
cin

d t
= v �

d p
d t

= eE � v : (16.5)

Utilizando la de�nici�on del tensor electromagn�etico dada p or la relaci�on (16.4) es f�acil

veri�car que

Fik =

‰
0 Ex Ey Ez

- Ex 0 - Bz By

- Ey Bz 0 - Bx

- Ez - By Bx 0

“

; Fik =

‰
0 - Ex - Ey - Ez

Ex 0 - Bz By

Ey Bz 0 - Bx

Ez - By Bx 0

“

: (16.6)

Las cantidades

Fik Fik = inv � iklm Fik Flm = inv ; (16.7)

forman un escalar y un pseudo escalar resp ectivamente que son invariantes ante transforma-

y
Esta relaci�on puede calcularse directamente utilizando la ecuaci�on de Lorentz (15.8) .
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x17 ECUACIONES DEL CAMPO ELECTROMAGN �ETICO 89

ciones de Lorentz. Utilizando la de�nici�on del tensor electromagn�etico dada p or la ecuaci�on

(16.4) y la de�nici�on del camp o el�ectrico y magn�etico, de las relaciones (15.8) -(15.9) , las

ecuaciones (16.7) implican que

B2 - E2 = inv ; E � B = inv : (16.8)

resp ectivamente.

x17. Ecuaciones del campo electromagn�etico

Utilizando la de�nici�on del tensor de Faraday dada p or la ecuaci�on (16.4) es claro que

y

� iklm @Flm
@xk

= 0: (17.2)

Las cuatro ecuaciones que aparecen en la ecuaci�on (17.2) forman el primer par de las

ecuaciones de Maxwell

div B = 0; (17.3)

curl E +
1
c

@B
@t

= 0: (17.4)

La ecuaci�on (17.3) corresp onde a la comp onente temp oral de la relaci�on (17.2) . Las tres

comp onentes de la ecuaci�on (17.4) corresp onden a las comp onentes espaciales de la igual-

dad (17.2) . Las ecuaciones que describ en el camp o electromagn�etico no quedan determina-

das p or la ecuaci�on (17.2) �unicamente. Esto se deb e a que las cuatro ecuaciones diferenciales

de esta ecuaci�on no son su�cientes para encontrar las seis (digamos E y B ) comp onentes

indep endientes del tensor F�� .

Para encontrar las dem�as relaciones que relacionan al camp o es necesario construir la

acci�on total S del sistema. Esta acci�on contiene tres t�erminos aditivos

y
La ecuaci�on (17.2) puede escribirse como

@Fik
@xl

+
@Fkl

@xi
+

@Fli
@xk

= 0; (17.1)

que es la manera en la cual se presenta usualmente.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



90 III ELECTROMAGNETISMO.

S = S
m

+ S
mf

+ S
f

: (17.5)

S
m

corresp onde a la acci�on de las part��culas materiales libres. Para el caso de una �unica

part��cula libre esta acci�on est�a dada p or la ecuaci�on (14.1) . En el caso de que se tengan

varias part��culas cargadas, entonces esta acci�on est�a dada p or

S
m

= -
X

mc
Z

d s; (17.6)

donde la suma se lleva a cab o para cada una de las part��culas materiales en el camp o. La

acci�on S
mf

corresp onde a la acci�on debida a la interacci�on entre las part��culas materiales y

el camp o. En el caso de una sola part��cula interaccionando con el camp o electromagn�etico

esta acci�on est�a dada p or el segundo t�ermino del lado derecho de la ecuaci�on (15.1) . En el

caso de una colecci�on de part��culas esta acci�on est�a dada p or

S
mf

= -
X e

c

Z
Ak d xk : (17.7)

En esta �ultima suma el cuatro{vector Ak est�a evaluado justamente en la p osici�on donde

se encuentra la part��cula en cuesti�on en el espacio{tiemp o.

Finalmente la acci�on S
f

es la acci�on que dep ende �unicamente de las propiedades del

camp o, sin imp ortar las part��culas que se encuentren en el mismo. En otras palabras, esta

es la acci�on que corresp onde al camp o mismo en ausencia de cargas. Hasta ahora hab��amos

utilizado �unicamente la acci�on (15.1) , es decir, S
m

+ S
mf

. Esto ya que anteriormente sola-

mente est�abamos interesados en encontrar ecuaciones que describieran el movimiento de

part��culas materiales cuando estas interaccionan con el camp o.

La forma matem�atica de la acci�on S
f

puede calcularse utilizando el resultado exp e-

rimental de que los camp os electromagn�eticos satisfacen el principio de superposici�on :

\el camp o total pro ducido p or un conjunto de cargas es igual a la suma vectorial de ca-

da uno de los camp os pro ducidos p or cada part��cula". Esto signi�ca que si Fkl y F0
kl son

dos soluciones de las ecuaciones del camp o electromagn�etico, entonces la suma Fkl + F0
kl

tambi�en ser�a una soluci�on. Dicho de otra manera, las ecuaciones que describ en al camp o

electromagn�etico deb en ser ecuaciones diferenciales lineales. As�� pues, el integrando de la

acci�on S
f

deb e ser una funci�on cuadr�atica (e invariante) en los camp os. De esta manera, al
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tomar la variaci�on �S
f

se tendr�a que el orden de la cuadr�atica se reducir�a para convertirse

en una funci�on lineal. Debido a que el p otencial Ak no est�a determinado de manera �unica

(cf. ecuaci�on (15.15) ), entonces este mismo no puede aparecer dentro de la integral de S
f

.

La �unica cantidad que deb e aparecer es el escalar Fik Fik
y

. De esta manera se obtiene que

S
f

= -
1

16� c

Z
Fik Fik d 
: (17.9)

El signo menos de esta ecuaci�on se deb e al hecho de que Fik Fik = 2
€
B2 - E2

Š
. El camp o

el�ectrico E contiene la derivada - @A =@t (cf. ecuaci�on (15.8) ). Por lo tanto, uno de los

t�erminos del pro ducto Fik Fik ser�a igual a - @A =@tlo cual no es p osible puesto que si A

tiene cambios su�cientemente grandes en p erio dos de tiemp o su�cientemente p eque ~nos

entonces es siempre p osible hacer a S
f

una cantidad negativa grande. De esta manera S
f

no

alcanzar��a un m��nimo en el intervalo de tiemp o que se est�a tomando en cuenta. El valor

de 1=16�c en la ecuaci�on (17.9) dep ende de las unidades que se utilicen. En este caso se

est�a sup oniendo el sistema Gaussiano de unidades (cgs) para el camp o electromagn�etico.

Existe tambi�en el sistema de Heaviside en donde la constante de prop orcionalidad entre

S
f

y la integral del lado derecho de la ecuaci�on (17.9) est�a dado p or - 1=4. Este sistema es

muy �util pues factores de 4� no aparecen en las ecuaciones de camp o (a costa de que un

factor de � aparece en la ley de Coulomb electrost�atica).

De las ecuaciones (17.6) , (17.7) y (17.9) se sigue que la acci�on total (17.5) est�a dada

p or

S = -
X Z

mc d s -
X Z

e
c

Ak d xk -
1

16� c

Z
Fik Fik d 
: (17.10)

Para el caso de esta acci�on de ninguna manera se sup one que las cargas son p eque ~nas

y
Uno queda tentado en p ensar si � iklm Fik Flm p o dr��a utilizarse como la cuadr�atica buscada. El problema

es que esta cantidad es un pseudo escalar y p or lo tanto no es una cantidad que deba aparecer ba jo el signo

integral de S
f

. Otra manera de verlo es utilizando el hecho de que este pseudo escalar puede escribirse como

� iklm Fik Flm = 4
@

@xi

�
� iklm A k

@Am

@xl

�
: (17.8)

Al sustituir esto en el integrando para S
f

se obtiene (mediante el teorema de la divergencia) la integral de

lo que est�a dentro del par�entesis en el lado de la derecha de la ecuaci�on (17.8) tomada a lo largo de la

frontera de to do el espacio{tiemp o. Es decir, una integral sobre la hip ersup er�cie de tres dimensiones que

es frontera de to do el espacio{tiemp o. El valor de esta integral es evidentemente cero, pues los camp os (en

este caso electromagn�eticos) se anulan en in�nito.
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(i.e. no son cargas de prueba) como se hizo antes para encontrar las ecuaciones de movi-

miento. En otras palabras Ak y Fkl se re�eren al camp o electromagn�etico externo m�as el

camp o pro ducido p or las part��culas que se encuentran interaccionando en el mismo. Por

esta raz�on los camp os Ak y Fkm son funciones que dep enden de la p osici�on, el tiemp o y

las velo cidades de las cargas.

En general, las cargas no son puntuales, sino que se encuentran distribuidas en vol �ume-

nes en el espacio. Por ejemplo, la carga total contenida en un volumen V es igual a la

integral

R
� d V , en donde la densidad de carga � se de�ne como la cantidad de carga

in�nitesimal p or unidad de volumen y es una funci�on que dep ende de las p osiciones y del

tiemp o. Para el caso de una distribuci�on de part��culas puntuales, esta densidad es igual a

� =
X

q

eq � (r - r q) ; (17.11)

en donde � es la funci�on Delta de Dirac en tres dimensiones y la suma se lleva a lo largo

de to das las cargas q . La carga es un invariante de Lorentz y p or lo tanto el pro ducto

� d V es un invariante de Lorentz (a p esar de que � no es un invariante). Debido a que

d ed xi = � d V d t ( d xi =d t ) es un cuatro{vector (pues el lado izquierdo de esta ecuaci�on lo

es), entonces como d V d t es un escalar (cf. ecuaci�on (13.23) ), la cantidad

jk = �
d xk

d t
; (17.12)

resulta ser un cuatro vector. Las cuatro cantidades jk
se denominan como el cuatro{vector

de corriente{carga . Sus comp onentes espaciales forman un tres{vector denominado el

vector de densidad de corriente

j = � v : (17.13)

Utilizando el hecho de que la carga total e est�a dada p or

e =
Z

� d V ; (17.14)

la ecuaci�on (17.10) puede escribirse como
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S = -
X Z

mc d s -
1
c2

Z
Ak jk

d 
 -
1

16� c

Z
Fik Fik d 
: (17.15)

Esta es la acci�on total buscada. Para encontrar las ecuaciones de camp o, es decir, \las

ecuaciones de movimiento para el camp o Fkl ", deb emos variar la acci�on �S e igualarla a

cero, de acuerdo con el principio de m��nima acci�on. Esto se hace mediante la sup osici�on

de que el movimiento de las cargas es cono cido y se var��a solamente el p otencial. Cuando

quer��amos encontrar las ecuaciones de movimiento de una part��cula movi�endose en el

camp o, supusimos que el camp o estaba dado y variamos �unicamente la trayectoria de la

part��cula. En aquel caso particular se utiliz�o la variaci�on �S
m

= 0. Adem�as, debido a que

jp
est�a relacionado con las co ordenadas como lo muestra la ecuaci�on (17.12) entonces su

variaci�on es id�enticamente igual a cero. De tal forma que la variaci�on de la ecuaci�on (17.16)

est�a dada p or

�S = 0 = -
Z

1
c

�
1
c

jp�A p +
1

8�
Fpm �F pm



d 
: (17.16)

Tarea 4

( i ) Sustituye la ecuaci�on (16.4) en la relaci�on (17.16) y muestra que

�S = 0 = -
Z

1
c

�
1
c

j i �A i -
1

4�
Fik @

@xk
�A i



d 
: (17.17)

( i i ) Utiliza el teorema de Stokes para el segundo miembro del lado derecho de la ecua-

ci�on (17.17) y muestra que, como la intensidad del camp o electromagn�etico se anula

en in�nito entonces Z�
1
c

jp +
1

4�
@Fpk

@xk



�A p d 
 = 0: (17.18)

Debido a que las variaciones de �A k se llevan acab o de forma arbitraria, entonces el

integrando de la ecuaci�on (17.18) es necesariamente igual a cero

@Fmk

@xk
= -

4�
c

jm : (17.19)
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�

Esta es la relaci�on buscada que junto con la ecuaci�on (16.4) constituyen las ecuaciones

del camp o electromagn�etico ( Ecuaciones de Maxwel l ). La comp onente temp oral y las tres

comp onentes espaciales de la ecuaci�on (17.19) pueden escribirse resp ectivamente como

div E = 4��; (17.20)

curl B -
1
c

@E
@t

=
4�
c

j : (17.21)

Estas dos �ultimas ecuaciones junto con las ecuaciones (17.3) -(17.4) constituyen las bien

cono cidas ecuaciones de Maxwell para el camp o electromagn�etico.

x18. Efecto Doppler

Antes de terminar este cap��tulo, veamos una derivaci�on r�apida del efecto Doppler pues

este mismo ser�a utilizado a lo largo del curso en diversas o casiones.

Consideremos un camp o electromagn�etico en el vac��o, para el cual la densidad de carga

� tiene un valor nulo en to do el espacio{tiemp o y p or lo tanto j i = 0 de acuerdo a la

ecuaci�on (17.12) . Sustituyendo entonces la ecuaci�on (16.4) en la (17.19) se obtiene que

@2Am

@xp@xp
-

@2Ak

@xm@xk
= 0: (18.1)

Debido a la invariancia de norma (cf. ecuaci�on (15.13) ) del camp o electromagn�etico,

imp ongamos una condici�on auxiliar sobre el p otencial Ak
, la llamada condici�on de Lorentz

@Ak

@xk
= 0: (18.2)

Los p otenciales Ak
que satisfacen la condici�on (18.2) se dicen que est�an en la norma de

Lorentz . Sustituyendo la relaci�on (18.2) en la (18.1) se obtiene la ecuaci�on de onda para

los p otenciales electromagn�eticos

y
:

y
En o casiones se de�ne al op erador D'Alamb ertiano 2 (o incluso 2 2

para asemejarse al Laplaciano r 2
)

como 2 := @2=@xk @xk . Debido a que este op erador es simplemente el op erador de Laplace en un espacio

de varias dimensiones hoy en d��a se utiliza mas formalmente la notaci�on � := @=@xk @xk y a este op erador

se le denomina el operador de Laplace{Beltrami . En el lengua je de la geometr��a diferencial a este mismo
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�A k =
@Ak

@xl @xl
= 0: (18.3)

La soluci�on de ondas monocrom�atica , i.e. ondas para las cuales el camp o es una

funci�on p eri�odica del tiemp o, est�a dada p or

Ak = Re



Ak

0 ei (km xm )
�

; (18.4)

en donde Ak
0 es un cuatro{vector constante y el cuatro{vector de onda km

est�a de�nido

p or

km :=
• !

c
; k

‹
: (18.5)

El tres{vector k := wn=c es el vector de onda y ! representa a la frecuencia angular

de la onda electromagn�etica. El vector unitario n apunta en la direcci�on de propagaci�on

de la onda electromagn�etica. Con estas de�niciones es claro que el cuatro{vector de onda

electromagn�etico satisface las relaciones

km km = 0; kmxm = !t - k � r : (18.6)

La segunda relaci�on muestra que en efecto las cantidades km
forman un cuatro{vector,

pues la cantidad !t - k � r es un escalar ya que representa la fase de la onda .

Consideremos ahora una fuente que se mueve con velo cidad v , la cual emite radiaci�on

electromagn�etica con frecuencia ! .

�

Esta radiaci�on es observada en un sistema de referencia

en rep oso (el lab oratorio) con frecuencia !
obs

. Para calcular las relaciones entre ambas

frecuencias, basta con encontrar la forma en la que se transforma la comp onente temp oral

del cuatro{vector km
de acuerdo a las transformaciones de Lorentz (13.3) , para obtener

k0
obs

=
k0 - v k1=c
È

1 - v

2=c2
: (18.7)

Sustituyendo la comp onente temp oral k0
de la ecuaci�on (18.5) y el hecho de que k1 =

k cos � = ( != c) cos � , con � el �angulo (medido en el sistema del lab oratorio) entre la

op erador se le denomina el operador de Laplace{de Rham . Evidentemente, to dos estos op eradores son

generalizaciones del op erador de Laplace r 2
.
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direcci�on de emisi�on de la onda y la direcci�on de movimiento de la fuente, se obtiene

!
obs

= !
1 - ( v =c) cos �

1 - v

2=c2 : (18.8)

Esta relaci�on signi�ca que si el ob jeto emisor se aleja del lab oratorio entonces la frecuencia

observada disminuye (el esp ectro electromagn�etico se observa movido hacia el ro jo) y si

el ob jeto que emite la radiaci�on se acerca, la frecuencia observada aumenta (el esp ectro

electromagn�etico se observa corrido hacia el azul). A este fen�omeno se le cono ce como el

efecto Doppler .

En el l��mite de velo cidades p eque ~nas comparadas con la velo cidad de la luz, i.e. v � c,

la ecuaci�on (18.8) converge a

! = ! 0

8
<

:

1 + ( v =c) cos �; cuando � 6� �=2:

1 - v

2=2c2; cuando � = �=2:
(18.9)
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Cap��tulo IV

Hidrodin�amica Relativista

Una de las ramas mas imp ortantes de la astronom��a es el estudio de la din�amica de los

gases. Las estrellas, las galaxias, el medio interestelar, el medio intergal�actic o y el universo

en su totalidad son ejemplos de ob jetos que de una u otra manera p oseen gases relacionados

a los mismos. Es la radiaci�on electromagn�etica pro ducida p or la temp eratura y la din�amica

de diversos 
uidos en el universo la que llega a nuestros detectores terrestres. Por esta raz�on

el estudio de la mec�anica de 
uidos o hidro din�amica es una de las herramientas mas �utiles

en la astrof��sica.

x19. Tensor de energ��a{momento

Consideremos un sistema tal que su acci�on S est�e dada p or

S =
Z

�
�

q;
@q
@xi

�
d V d t =

1
c

Z
� d 
; (19.1)

donde � es una funci�on de las cantidades q que describ en el estado del sistema y de

sus derivadas con resp ecto a las co ordenadas del cuatro{espacio @q=@xk
. Aqu�� estamos

escribiendo sin p�erdida de generalidad �unicamente una sola cantidad q. Los resultados

obtenidos m�as adelante son f�acilmente generalizados para un sistema en el cual la funci�on

� dep ende expl��citamente de las cantidades q(1) ; q(2) : : : y de sus derivadas con resp ecto a

las co ordenadas @q(1)=@xi ; @q(2)=@xi ; : : : La acci�on (19.1) puede escribirse como S =
R

Ld t ,

donde L es el Lagrangiano del sistema. Con esto y la ecuaci�on (19.1) se obtiene que
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R
� d V = L. En otras palabras, � es una densidad Lagrangiana . De la misma manera que

se hace en mec�anica, el hecho de que el sistema sea cerrado implica que � no dep ende

expl��citamente de las co ordenadas xk
.

Las ecuaciones de camp o son obtenidas mediante el principio de m��nima acci�on

mediante el cual la variaci�on de la acci�on �S tiene que alcanzar un m��nimo para trayectorias

su�cientemente p eque ~nas. La acci�on (19.1) alcanza un extremo cuando su variaci�on �S = 0.

De esta manera, variando la acci�on en la ecuaci�on (19.1) y escribiendo @q=@xk = q;k

obtenemos

�S =
1
c

Z
d 


�
@�
@q

�q +
@�
@q;i

�q; i



=

1
c

Z
d 


�
@�
@q

�q +
@

@xi

�
�q

@�
@q; i

�
- �q

@
@xi

@�
@q;i



= 0:

(19.2)

La segunda integral del lado derecho se cancela mediante el uso del teorema de Stokes en

to do el espacio. Del resto de la igualdad se sigue necesariamente que

@
@xi

@�
@q;i

-
@�
@q

= 0: (19.3)

Debido a que

@�
@xi

=
@�
@q

@q
@xi

+
@�

@q;k

@q;k
@xi

= q;i
@�
@q

+
@�

@q;k

@q;k
@xi

;
(19.4)

entonces, si de�nimos el tensor Tik
mediante la relaci�on

T k
i :=

@�
@q;k

q;i - �� k
i : (19.5)

se sigue que

y

y
Es un p o co lab orioso mostrar que el tensor Tik

es sim�etrico, i.e. Tik = Tki
. La demostraci�on tradicional

se basa en que el tensor Tik
no est�a de�nido de manera �unica, pues si a este tensor se le suma el tensor

@
 ikl =@xl , donde 
 ikl = - 
 ilk
, entonces la ecuaci�on de movimiento (19.6) tambi�en se satisface. Resulta

que la condici�on natural para que el tensor Tik
quede determinado de manera �unica es cuando este tensor

es sim�etrico.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x19 TENSOR DE ENERG �IA{MOMENTO 99

@Tki
@xk

= 0: (19.6)

La ecuaci�on (19.6) es el equivalente a una ecuaci�on de movimiento. En el caso de estar

describiendo un camp o, esta misma nos da las ecuaciones que describ en al camp o como

funci�on de las co ordenadas xi
.

Integremos ahora la ecuaci�on (19.6) sobre el volumen 
 del cuatro{espacio que es

encapsulado p or la hip ersup er�cie S

Z
@Tki
@xk

d 
 = 	
Z

Tk
i d Sk = 0: (19.7)

Esco jamos la hip ersup er�cie S de tal manera que contenga to das las tres dimensiones

espaciales tal como se muestra en la Figura IV.1. En otras palabras, la hip ersup er�cie S es

tal que se encuentra ro deada p or los planos x0 = const (A) y x0 = const (B) . De esta manera,

la integral del lado derecho de la ecuaci�on (19.7) se reduce a

8
<

:

Z

x( A ) 0

+
Z

x( B ) 0

9
=

;
Tk

i d Sk = 0:

Ahora bien, como d S(A)
k = - d S(B)

k := d Sk , entonces el vector

pi := �
Z

Tk
i d Sk = const ; (19.8)

sobre cualquier hip ersup er�cie x0 = const . En otras palabras, el vector pi
es una cantidad

conservada.

Naturalmente, en un sistema cerrado el cuatro{vector que se conserva es el cuatro{

momento. De esta manera, pi
lo identi�camos con el cuatro{momento. Ahora bien, como

p0 = �
R

T0k
d Sk = �

R
T00

d V y ya que T00 = T00 = _q@�=@_q - � con _q := @q=@t, p o demos

identi�car a T00
con la energ��a del sistema, ya que cuando esta �ultima es conservada,

sab emos que el Hamiltoniano H es igual a la energ��a E del sistema y es tal que H = E =

p _q - L = _q@L=@_q - L . Esta �ultima relaci�on es semejante al valor de T00
. De esta manera

E /
R

T00
d V . Debido a esta relaci�on y como la comp onente temp oral del cuatro{momento
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PSfrag replacements

d S(A)

d S(B)

x0(B) = const (B)

x0(A) = const (A)

Figura IV.1: Integraci�on del tensor de energ��a{momento en un volumen de cuatro dimen-

siones encapsulado entre las hip ersup er�cies x0 ( A )
y x0 ( B )

. Usando el teorema de Gauss

la integral puede ser extendida a lo largo de las hip ersup er�cies mostradas en la �gura.

La integral de los extremos que se lo calizan en in�nito tiene valor nulo.

es E=c, es evidente que la constante de prop orcionalidad � = 1=c. De esta manera

pi =
1
c

Z
Tik

d Sk : (19.9)

Cuando la tres{hip ersup er�cie sobre la cual se realiza la integraci�on en la ecuaci�on (19.9)

corresp onde a x0 = const , entonces esta misma relaci�on implica que pi =
R

Ti0
d V=c. De

esta manera, p0
representa la energ��a del sistema dividida p or la velo cidad de la luz c y P�

es el tres{vector de momento. Con esto se ve que T00
es la densidad de energ��a (energ��a p or

unidad de volumen) y T0� =c es la densidad de momento (momento p or unidad de volumen).

Para entender el signi�cado f��sico de las dem�as comp onentes, separemos la ecuaci�on (19.6)

en sus comp onentes temp oral y espacial resp ectivamente

1
c

@T00

@t
+

@T0�

@x�
= 0; (19.10)

1
c

@T�0

@t
+

@T��

@x�
= 0: (19.11)
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x20 CUERPO MACROSC �OPICO 101

Si ahora integramos la ecuaci�on (19.10) sobre un tres{volumen V de tres dimensiones

y utilizamos el teorema de Gauss, entonces

@
@t

Z
T00

d V = - c	
Z

T0�
d a� ;

en donde el elemento de �area d a� es normal a la dos{hip ersup er�cie que encapsula al

tres{volumen V El lado izquierdo de esta igualdad representa el cambio en el tiemp o de

la energ��a del sistema. Por lo tanto, el lado derecho deb e ser la energ��a que 
uye a trav�es

de la frontera del volumen V p or unidad de tiemp o. As�� pues, la cantidad S � := cT0�
es

un vector que representa la densidad de 
ujo de energ��a, es decir, la cantidad de energ��a

que 
uye p or unidad de �area p or unidad de tiemp o.

De la misma manera, integrando la ecuaci�on (19.11) en un tres{volumen y utilizando

el teorema de la divergencia se obtiene

@
@t

Z
T0�

c
d V = - 	

Z
T��

d a� :

El lado izquierdo de esta igualdad representa la raz�on de cambio del momento p or

unidad de tiemp o. De esta manera, el lado derecho corresp onde al momento p or unidad

de tiemp o que 
uye a trav�es de la sup er�cie que contiene al volumen V . As�� pues el tensor

tres{dimensional T�� = - � �� representa la tensor de 
ujo de momento, con � �� el tensor

de esfuerzos .

x20. Cuerpo macrosc�opico

Tomando en cuenta futuras aplicaciones, calculemos el valor del tensor de energ��a{

momento para un cuerp o macrosc�opico (gas o 
uido) como una nub e de gas en el medio

interestelar, una estrella, un agujero negro o el universo en su totalidad.

Para el caso de cuerp os macrosc�opicos, el 
ujo de momento p or unidad de �area es igual

a la fuerza, es decir, T��
d a� es la fuerza que act �ua sobre el elemento de �area d a� . Para

simpli�car los c�alculos, esco jamos el elemento de 
uido en cuesti�on en rep oso. En otras

palabras, analicemos el comp ortamiento de este p eque ~no elemento en su sistema propio

de referencia . En este sistema el principio de Pascal es v�alido: \ la presi�on que se ejerce

sobre una p orci�on del 
uido es la misma en to das direcciones y es p erp endicular a la
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102 IV HIDRODIN �AMICA RELATIVISTA

sup er�cie sobre la que act �ua ". De esta manera, T��
d a� = Pd a� = � �� Pd a� . La cantidad

T00
representa la densidad de energ��a interna e propia del 
uido. Como el elemento de 
uido

se encuentra en rep oso en su sistema propio, entonces T0� = 0. As�� pues, en el sistema

propio de referencia el tensor Tik = diag [e; p; p; p]. Utilizando la cuatro{velo cidad u i

esta relaci�on puede escribirse como

Tik = !u i uk - pg ik ; (20.1)

donde ! = e+ p es la entalp��a p or unidad de volumen. En la ecuaci�on (20.1) aparece �uni-

camente una relaci�on entre vectores, tensores y escalares. En otras palabras, esta relaci�on

deb e ser v�alida en cualquier sistema de referencia.

Cuando hablamos de hidro din�amica relativista, las cantidades como la entalp��a p or

unidad de volumen e, la presi�on p , la entrop��a p or unidad de volumen � y el volumen V

son referidos con resp ecto al sistema propio de referencia. Esto es contrario a lo que se

hace en hidro din�amica no{relativista, en donde estas cantidades son medidas con resp ecto

al sistema de referencia del Lab oratorio.

x21. Ecuaciones de la hidrodin�amica

Consideremos un volumen de tres dimensiones V 0 que se encuentra en rep oso en el

sistema de referencia inercial del lab oratorio (i.e. el sistema de referencia desde donde

analizaremos a un 
uido que se mueve). El n �umero de part��culas de 
uido que se encuentran

encapsuladas dentro de este volumen est�a dado p or la integral

R

n d V tomada a lo largo de

to do el volumen V0. Aqu�� 
 = ( 1 - v

2=c2)- 1=2
es el factor de Lorentz para cada part��cula

de 
uido que se encuentra dentro del volumen V 0 y que se mueve con velo cidad v . La

raz�on p or la que en el integrando aparece la cantidad 
n (y no n solamente) es p orque el

volumen ( 1=n) sufre una contracci�on de Lorentz al ser visto desde el sistema de referencia

del lab oratorio. De acuerdo a la Figura (IV.2), el n �umero de part��culas p or unidad de

tiemp o que 
uye a trav�es del elemento de �area d a est�a dado p or 
n v � d a . Debido a que

el elemento de �area apunta hacia afuera de la sup er�cie, entonces la cantidad 
n v � d a es

p ositiva si el 
uido 
uye hacia afuera de la sup er�cie y negativa en caso contrario.

De esta manera, el n �umero de part��culas total que 
uye hacia afuera a trav�es del
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PSfrag replacements

d a

v d t

S0

Figura IV.2: La �gura muestra el 
ujo de part��culas de un 
uido a trav�es de una p eque ~na

dos{sup er�cie d a que es parte de la frontera S0 que encapsula al tres volumen V 0 . El


ujo de part��culas (cantidad de part��culas que 
uyen a trav�es de un �area p or unidad de

tiemp o) que pasa p or el p eque ~no cilindro de altura v d t y base d a est�a dado p or 
n v � d a .

volumen V 0 p or unidad de tiemp o est�a dado p or la integral

	
Z


n v � d a (21.1)

tomada sobre la sup er�cie cerrada S0 que es frontera de V0. Por otra parte, el decremento

del n �umero de part��culas del volumen V 0 p or unidad de tiemp o est�a dado p or

-
@
@t

Z

n d V : (21.2)

Igualando la ecuaci�on (21.1) con la relaci�on (21.2) se obtiene que

Z
@(n
 )

@t
d V = - 	

Z
n
 v � d a = -

Z
div (
n v ) d V :

Debido a que el volumen V 0 es arbitrario y teniendo en cuenta que la cuatro velo cidad

est�a dada p or la ecuaci�on (13.30) se sigue que

@nk

@xk
= 0; (21.3)

donde nk := nu k
es el cuatro{vector de 
ujo de part��culas. La ecuaci�on (21.3) es la ecua-
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104 IV HIDRODIN �AMICA RELATIVISTA

ci�on de continuidad en hidro din�amica y expresa la conservaci�on de masa. Las restantes

ecuaciones de la hidro din�amica est�an contenidas en la relaci�on (19.6) mediante la sustitu-

ci�on de la ecuaci�on (20.1) .

Hagamos la proyecci�on de la ecuaci�on (19.6) en la direcci�on de u i
, es decir, tomemos

la contracci�on u i @Tik =@xk . Debido a que

@Tki
@xk

= u i
@

€
!u k

Š

@xk
+ wu k @ui

@xk
-

@p
@xi

= 0;

y como u i u i = 1 obtenemos para la contracci�on

@(!u k)
@xk

- uk @p
@xk

= 0:

Utilizando la igualdad !u k = nu k(!=n ) y la ecuaci�on de continuidad (21.3) en la relaci�on

anterior se obtiene que

nu k
�

@
@xk

(!=n ) -
1
n

@p
@xk



= 0 (21.4)

La primera ley de la termo din�amica en su forma no{relativista puede escribirse como

d � = Td s - p d V (21.5)

o bien,

d w = Td s + V d p (21.6)

donde w = � + pV es la entalp��a esp eci�ca (entalp��a p or unidad de masa) medida en

el sistema de referencia del lab oratorio, � es la energ��a interna esp eci�ca, s la entrop��a

esp eci�ca y V el volumen esp eci�co. La ecuaci�on (21.6) puede generalizarse de manera

relativista como

d (!=n ) = Td (�=n ) + ( 1=n) d p; (21.7)

siendo � la entrop��a p or unidad de volumen en el sistema propio de referencia del 
uido.
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x21 ECUACIONES DE LA HIDRODIN �AMICA 105

As�� pues, con ayuda de la ecuaci�on (21.7) , la ecuaci�on (21.4) puede escribirse como

uk @(�=n )
@xk

=
d (�=n )

d s
= 0: (21.8)

En otras palabras, ya que �=n = const a lo largo de la trayectoria del 
uido, se dice que

este mismo se mueve de manera adiab�atica

y
. A esta clase de 
uidos se les denomina tam-

bi�en ideales puesto que no existen p�erdidas (o ganancias) de energ��a mediante viscosidad,

conductividad t�ermica y/o radiaci�on.

Por otra parte, un tensor ortogonal a u i
es � l

i - u i u l
ya que la contracci�on de estos dos

es nula. Proyectemos la ecuaci�on (19.6) en la direcci�on de este tensor para obtener as��

!u k @ui
@xk

=
@p
@xi

- u i u
l @p
@xl

: (21.9)

�

Esta es la famosa Ecuaci�on de Euler en su forma cuatro{dimensional.

Tarea 5

( i ) Muestra que la comp onente temp oral de la ecuaci�on de Euler (21.9) se sigue de

las comp onentes espaciales. En otras palabras, la comp onente temp oral est�a dem�as

siempre y cuando se tengan las otras comp onentes.

( i i ) Demuestra que las comp onentes espaciales de esta ecuaci�on pueden escribirse como


 2!
c2

�
@v
@t

+ v � grad v



= - grad p -
v
c2

@p
@t

; (21.10)

�

Esta es la ecuaci�on de Euler en su forma relativista.

( i i i ) La comp onente temp oral de la ecuaci�on de Euler en su forma cuatro{dimensional para


ujo estacionario (
ujo para el cual @=@t= 0) es !u � @u0=@x� = - u0u � @p=@x�
. Si el


ujo es tambi�en adiab�atico entonces con ayuda de la primera ley de la termo din�amica

y
Cuando �=n es constante en to do el 
uido, decimos que el 
ujo es isentr�opico .
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muestra que la derivada en la direcci�on de la velo cidad se anula

v � grad (
!=n ) = 0:

En otras palabras, la cantidad


!
n

= const ; (21.11)

a lo largo de una linea de corriente

y
. La ecuaci�on (21.11) es la ecuaci�on de Bernoulli

en su forma relativista. La constante que aparece en el lado derecho de esta relaci�on

varia para distintas lineas de corriente.

( iv ) Muestra que cuando el 
ujo es adiab�atico, la ecuaci�on de Euler puede escribirse como

uk @
@xk

(!u i =n) =
@

@xi
(!=n ) : (21.12)

Si el 
ujo es adem�as estacionario, muestra que la ecuaci�on (21.12) puede escribirse

como


 (v � grad )( 
! v =n) + c2grad (!=n ) = 0:

Demuestra tambi�en que la multiplicaci�on escalar de esta ecuaci�on con v implica que a

lo largo de cualquier linea de corriente la cantidad en la ecuaci�on (21.11) es constante.

En otras palabras, con esta multiplicaci�on demuestra la ecuaci�on de Bernoulli.

x22. Hidrodin�amica no{relativista

Para derivar las ecuaciones no{relativistas de la hidro din�amica notemos primero la

diferencia entre los valores de las cantidades termo din�amicas en el caso relativista y el

caso no{relativista. Para comenzar, las cantidades en el caso relativista son de�nidas con

resp ecto al sistema propio de referencia del 
uido. En mec�anica no{relativista estas can-

tidades son referidas al sistema de referencia del lab oratorio, i.e. a un sistema de refencia

inercial en donde se observa el movimiento del 
uido. En el caso relativista las cantidades

termo din�amicas como la densidad de energ��a interna e, la densidad de entrop��a � , y la

y
Matem�aticamente las lineas de corriente se de�nen como las curvas (x; y; z) para las cuales d x=v x =

d y= v y = d z=v z = d t . Solamente cuando el 
ujo es estacionario, i.e. cuando @=@t= 0, entonces las l��neas de

corriente representan las trayectorias recorridas p or cada part��cula de 
uido.
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densidad de entalp��a ! son to das de�nidas con resp ecto al volumen propio del 
uido. En

mec�anica no{relativista, estas cantidades est�an de�nidas en unidades de la masa del ele-

mento de 
uido al que se re�eren. Por ejemplo, la energ��a interna esp eci�ca � , la entrop��a

esp eci�ca s y la entalp��a esp eci�ca w son to das medidas p or unidad de masa en el siste-

ma de referencia del lab oratorio. Adicionalmente, cuando tomamos el l��mite no{relativista,

cuando la velo cidad de la luz tiende a in�nito, deb emos recordar que la densidad de energ��a

interna e incluye a la densidad de energ��a en rep oso nm c2
, donde m es la masa en rep oso

de la part��cula de 
uido en consideraci�on. En el mismo l��mite, el volumen deb e sufrir una

contracci�on debido a la contracci�on de Lorentz que se efect �ua al efectuar la transformaci�on

del sistema propio de referencia propio del 
uido al sistema de referencia del lab oratorio.

As�� pues, los siguientes l��mites deb en tomarse al pasar de mec�anica de 
uidos relativista a

no{relativista

mn ��� !
c!1

�
€
1 - v

2=c2
Š1=2

� �
€
1 + v

2=2c2
Š

;

e ��� !
c!1

nm c2 + �� � � c2 +
1
2

� v

2 + ��;

!
n

��� !
c!1

mc2 + m
�

� +
p
�

�
� m

€
c2 + w

Š
; (22.1)

donde � es la densidad de masa del 
uido medida en el lab oratorio del sistema.

Tarea 6

( i ) Utilizando los l��mites no{relativistas, muestra que la ecuaci�on de continuidad, la

ecuaci�on de Euler en su forma tres{dimensional y la ecuaci�on de la conservaci�on de

la entrop��a pueden escribirse como

@�
@t

+ div (� v ) = 0; (22.2)

@v
@t

+ ( v � grad ) v = -
1
�

grad p; (22.3)

@s
@t

+ ( v � grad ) s = 0: (22.4)
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( i i ) De la misma forma, muestra que la ecuaci�on de Bernoulli puede escribirse en su

versi�on no{relativista como

1
2

v

2 + w = const: (22.5)

>Qu�e relaci�on tiene la constante del lado derecho de esta ecuaci�on con la constante

que aparece en la ecuaci�on de Bernoulli?

x23. Cosmolog��a Newtoniana

La aplicaci�on m�as sencilla que existe utilizando hidro din�amica no{relativista en As-

trof��sica es hacia el universo mismo. To do consiste en imaginar al universo como consti-

tuido p or part��culas de 
uido que representan las galaxias: \el 
uido universal". Distintas

observaciones muestran que el universo a larga escala es homog�eneo e isotr�opico (cf. secci�on

x 4).

Consideremos un origen de co ordenadas O amarrado a nuestra galaxia. Otra galaxia

con origen de co ordenadas O ' se mueve con velo cidad v (r ) con resp ecto a nuestra galaxia

y r es el radio{vector medido con resp ecto a O . La galaxia en O ' se lo caliza en r = a .

De esta manera, la galaxia con origen O ' se mueve con el 
uido universal con resp ecto a

O . Si un observador en O ' ve una galaxia en la p osici�on r 0
y mide la velo cidad de esta

misma como v 0(r 0) = v 0(r - a) , entonces de acuerdo a la ley de adiciones de velo cidades

de Galileo

v 0(r 0) = v 0(r - a) = v (r ) - v (a): (23.1)

Debido a la homogeneidad e isotrop��a del universo, la densidad de masa � y la presi�on

p son tales que

� 0(r 0) = � 0(r - a) = � (r );

p 0(r 0) = p 0(r - a) = p(r ): (23.2)

Sin embargo, el principio cosmol�ogico dice que \ no vivimos en un lugar privilegiado ".

En otras palabras, las ecuaciones (23.1) -(23.2) son v�alidas para cualquier origen O que se
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tome en el universo. De esta manera, la ecuaci�on (23.1) signi�ca que la velo cidad deb e

ser necesariamente una funci�on lineal del radiovector v (r ) = � (t )r + const . Debido a que

v (r = 0) = 0, la constante en esta ecuaci�on deb e ser cero. Al hecho de que la velo cidad sea

prop orcional a la distancia se le denomina ley de Hubble

y
. Por como didad, intro duzcamos

un sistema de co ordenadas amarrado a las galaxias. Estas coordenadas de comovimiento

est�an de�nidas p or

r = R(t )r 0; (23.3)

donde R(t ) es el factor de expansi�on que est�a normalizado a una determinada �ep o ca de

tal forma que R(t 0) = 1 con r (t 0) = r 0. As��, la ley de Hubble (23.1) es tal que

v =
_R
R

r = f (t )r ( _[ ] := ( d [ ]=d t ) : (23.4)

Dado a que no hay creaci�on esp ont�anea de materia en el universo, entonces la ecuaci�on

de continuidad (22.2) es v�alida. Esta ecuaci�on con ayuda de la ley de Hubble y el hecho de

que la densidad � (t ) s�olo es funci�on del tiemp o t se sigue que _�=� = - 3 _R=Ry p or lo tanto

�R - 3 = � (t 0): (23.5)

Por otra parte la ecuaci�on de Euler (22.3) , cuando la gravedad propia del gas se toma

en cuenta, puede escribirse como

@v
@t

+ ( v � grad ) v = -
1
�

grad p - grad �; (23.6)

donde g = - grad � es la aceleraci�on gravitacional y � el p otencial gravitacional. Sustitu-

yendo la ley de Hubble (23.4) en la ecuaci�on de Euler (23.6) se obtiene

3( _f + f 2) = - �� = - 4�G�; (23.7)

donde G es la constante de gravitaci�on universal y la igualdad del lado derecho de la

ecuaci�on se obtiene gracias a la ecuaci�on de Poisson ( �� := r 2� = 4�G� ) para el

y
Este hecho de que las galaxias est�en alejandose unas de otras fue descubierto p or Edwin Hubble y

Milton L. Humason en 1929. Ellos encontraron una prop orcionalidad aproximada entre el corrimiento al

ro jo (cf. ecuaci�on (64.5) ) de 48 galaxias y su distancia.
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110 IV HIDRODIN �AMICA RELATIVISTA

camp o gravitacional. De aqu�� se sigue que el camp o gravitacional del universo est�a dado

p or

g = -
4
3

�G� r : (23.8)

Sustituyendo el valor de f en la ecuaci�on (23.7) y utilizando la relaci�on (23.5) se obtiene

la \ ecuaci�on de movimiento del universo "

•RR2 = -
4
3

�G� (t 0) = - C (23.9)

donde C es una constante p ositiva. Debido a que d =d t = _Rd =d R, la ecuaci�on (23.9) puede

integrarse para obtener

1
2

_R2 +
C
R

= -
1
2

�: (23.10)

El primer t�ermino del lado izquierdo en esta ecuaci�on es la energ��a cin�etica del universo

en expansi�on. El segundo t�ermino es la energ��a pro ducida p or las fuerzas de presi�on y el

t�ermino de la derecha es entonces la energ��a total del sistema. En el cap��tulo de cosmolog��a

veremos que la constante � representa la curvatura del universo . La forma de calcularla

es utilizando una teor��a relativista de la gravitaci�on. Para analizar la din�amica del universo

en expansi�on analicemos los siguientes casos

> Curvatura negativa . Ü Hagamos el cambio � ! - � > 0 . De esta manera la energ��a

total del universo es p ositiva y en el l��mite cuando R ! 1 , es decir cuando t ! 1 , se

obtiene de la ecuaci�on (23.10) R =
p

kt , es decir, el universo est�a abierto y se expande

p or siempre.

> Cero curvatura . Ü La soluci�on de la ecuaci�on (23.10) con � = 0 es R = ( 9C=2)1=3t 2=3

cuando t ! 1

> Curvatura p ositiva . Ü Para este caso la energ��a total del universo es negativa y R ! 0

cuando t ! t ? para un cierto tiemp o �nito t ? (ver tarea 7). En otras palabras, el

universo se recolapsa despu�es de un determinado tiemp o t ? .

Tarea 7
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( i ) Resuelve la ecuaci�on de movimiento del universo (23.9) p or completo para los casos

en los que (a) la curvatura es negativa, (b) la curvatura es cero y (c) la curvatura es

p ositiva. Muestra que en el �ultimo caso el universo se recolapsa despu�es de un tiemp o

�nito pasada la "gran explosi�on". >Cu�al es el valor de este tiemp o?

( i i ) Dibuja un diagrama de R vs. t en donde esquem�aticamente muestres que sucede para

cada uno de los casos del inciso anterior.
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Cap��tulo V

Estrellas

Una estrella es una masa gaseosa su�cientemente grande la cual se mantiene estable

gracias a p oseer un equilibrio entre las fuerzas de presi�on pro ducidas p or su propio gas

con las fuerzas gravitacionales que el mismo genera e intentan colapsarla. La temp eratura

en el centro de estos ob jetos se eleva tanto que se logran formar reacciones termonucleares

en su interior. En este cap��tulo analizaremos las propiedades b�asicas de las estrellas, su

nacimiento, su evoluci�on y su muerte.

x24. Criterio de Jeans

Cada ob jeto que observamos en el universo existe gracias a que hay un equilibrio entre

ciertas fuerzas de la naturaleza que lo mantiene estable. De entre este o c�eano inmenso de

estructuras, existen unas las cuales resultan relativamente simples de analizar: las nubes .

En astrof��sica se de�ne a una nub e como un ob jeto gaseoso (t��picamente de unos cuantos

parsecs de longitud caracter��stica para nub es sumergidas en el medio interestelar) el cual

se encuentra en equilibrio de presiones con su medio ambiente, es decir, p
nub e

= p
medio

. En

t�erminos generales, dadas las dimensiones de estas nub es y a p esar de su ba ja densidad (la

cual llega alcanzar en o casiones valores extremos de hasta 10

- 3

cm

- 3

), la gravedad propia

de las mismas deb e tomarse en consideraci�on. La gravedad pro ducida p or cada una de las

part��culas de gas inducen a la nub e a colapsarse gravitacionalment e. No obstante, las fuerzas

de presi�on t�ermica (i.e. presi�on generada p or la energ��a cin�etica de las mol�eculas de un gas

{p or ejemplo, la presi�on atmosf�erica es un ejemplo de presi�on t�ermica) act �uan en sentido
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inverso a las fuerzas de gravedad. De esta manera p o demos de�nir m�as precisamente a una

nub e en astrof��sica como una masa de gas en la cual las fuerzas de presi�on y las fuerzas

gravitacionales son tales que la nub e se encuentra en equilibrio mec�anico.

Se dice que una nub e (o cualquier otro ob jeto gaseoso con gravedad considerable como

la atm�osfera terrestre) se encuentra en equilibrio hidrost�atico cuando el lado izquierdo

de la ecuaci�on de Euler (23.6) (en el caso en que se consideran fuerzas de presi�on t�ermica

y fuerzas gravitacionales solamente) es id�enticamente igual a cero. Esto no signi�ca que

necesariamente las part��culas de 
uido se encuentran en rep oso. La �unica restricci�on que

se obtiene es que d v=d t = 0. Con esto, la ecuaci�on (23.6) implica que

grad p = - � grad �; (24.1)

en otras palabras, las fuerzas de presi�on t�ermica (lado izquierdo de la ecuaci�on (24.1) )

balancean a las fuerzas de gravedad (lado derecho de la ecuaci�on (24.1) ).

Analicemos ahora ba jo que condiciones este balance entre fuerzas de gravitaci�on y

fuerzas de presi�on t�ermica es v�alido. Para esto, utilicemos el hecho de que, dada la simetr��a

esf�erica de la fuerza de gravitaci�on, la nub e deb e p oseer simetr��a esf�erica y p or lo tanto la

ecuaci�on (24.1) puede escribirse como

d p
d r

= G
�m (r)

r2 ; (24.2)

en donde r es la distancia radial y la masa m(r) evaluada en la p osici�on r est�a dada p or

m(r) =
Z

� (r) d V =

rZ

0

�Z

0

2�Z

0

r2
sin � � (r) d r d � d ' =

Z

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

d 

Zr

0
� (r) r2

d r = 4�
Zr

0
� (r) r2

d r;

(24.3)

con 
 el �angulo s�olido. Los �angulos p olar y azimutal est�an dados p or � y ' resp ectivamente.

Para encontrar un criterio lineal que describa el equilibrio que se muestra en la ecua-

ci�on (24.2) , aproximemos esta ecuaci�on a orden de magnitud. Lo mismo se obtiene si se

hace una p erturbaci�on a primer orden de las ecuaciones de la hidro din�amica con las mis-

mas sup osiciones. Para esto, consideremos una longitud caracter��stica l , digamos el radio

de la nub e. De esta manera, d p=d r � p=l y GM=r 2 � GM=l 2
, donde M � �l 3

representa
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la masa total de la nub e. Con esto y utilizando el hecho de que p � �c 2
, con c la velo cidad

del sonido, la ecuaci�on (24.2) toma la forma

l �
c

p
G�

:= l
J

: (24.4)

Dicho de otra forma, una nub e de gas sobre la cual �unicamente act �uan fuerzas de presi�on

y de gravedad, se encuentra en equilibrio cuando su dimensi�on es del orden de la longitud

de Jeans l
J

:= c=
p

G� . Este criterio de estabilidad se denomina el criterio de estabilidad

de Jeans y es uno de los conceptos m�as imp ortantes en to da la astrof��sica. Tan imp ortante

que vale la p ena rep etir el c�alculo de otra manera. Para esto, consideremos nuevamente

una nub e de longitud caracter��stica l . El tiempo de colapso t
col

, i.e. el tiemp o que tardar��a

la nub e en \caer" sobre si misma cuando �unicamente la gravedad act �ua, est�a dado aproxi-

madamente p or el tiemp o que tardar��a esta misma en caer libremente desde su sup er�cie.

El tiemp o de ca��da libre est�a dado p or el radio de la nub e divido p or la velo cidad de ca��da

libre evaluada a este radio

t
col

�
‚

R3

GM

Œ1=2

: (24.5)

Por otra parte, el tiemp o t
sc

que una onda de sonido tarda en cruzar la estructura de la

nub e est�a dado p or el radio de la nub e l dividido p or la velo cidad de sonido c. Este tiemp o

mide el lapso m�aximo para que la nub e en su totalidad se entere que una p erturbaci�on

hecha en alguna cantidad hidro din�amica (excepto la entrop��a y la vorticidad) se llev�o acab o

en alg �un lugar de la nub e. En otras palabras, el tiemp o de cruce del sonido es el tiemp o en

el cual la presi�on es capaz de estabilizar a la nub e ante cualquier cambio que se requiera. De

esta manera, una nub e en equilibrio deb e satisfacer el hecho de que t
col

= t
sc

. De aqu�� se

sigue inmediatamente que la longitud l ser�a igual a la longitud de Jeans l
J

.

Cuando las fuerzas de gravedad son mayores que las fuerzas de presi�on la nub e sufre

un colapso gravitacional . Este colapso sucede cuando la ecuaci�on (24.2) toma la forma

d p
d r

. G
�m (r)

r2 ; (24.6)

y p or lo tanto la longitud de la nub e l es tal que
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l & l
J

=
c

p
G�

: (24.7)

Inversamente, si los gradientes de presi�on son m�as grandes que las fuerzas gravitacionales

entonces la nub e tiende a expandirse. La condici�on matem�atica que expresa esto es l . l
J

.

Cuando l & l
J

se obtiene un colapso gravitacional puesto que los gradientes de presi�on

no son su�cientes para sostener la intensidad de la fuerza gravitacional. Este es uno de los

criterios m�as imp ortantes en la astrof��sica y se denomina el criterio de inestabilidad de

Jeans . Se de�ne la masa de Jeans M
J

= �l 3
J

. De esta manera se dice que una nub e de

gas es gravitacionalment e inestable si su masa M es mayor a la masa de Jeans M
J

.

En el caso de una nub e molecular en el medio interestelar, el colapso gravitacional

inducido p or el criterio de inestabilidad de Jeans induce la formaci�on de estrellas. Esto

sucede p orque cuando la nub e se colapsa entonces su temp eratura aumenta tanto hasta

que se logran mantener estables pro cesos de fusi�on nuclear, y p or lo tanto las fuerzas de

presi�on extra que aparecen debido a la lib eraci�on de energ��a nuclear (no lo olvides: presi�on

es energ��a p or unidad de volumen {o lo que es lo mismo, densidad de energ��a) son capaces

de detener el colapso y mantener a la estrella en equilibrio hidrost�atico. A groso mo do,

una estrella es un ob jeto gravitacional compacto (desde una fracci�on de masa solar hasta

no m�as de unas cuantas decenas) que se mantiene estable gracias a balance de fuerzas

de presi�on con fuerzas de gravedad y que p osee reacciones termonucleares en su interior.

Los detalles que siguen despu�es del colapso gravitacional de una nub e hasta formar una

estrella (o varias {las estrellas casi siempre se observan en parejas, p or lo tanto se cree

que un colapso gravitacional de una nub e molecular induzca la formaci�on de m�as de una

estrella) no se sab en con certeza. Para esto se requiere de computo excesivo que a la fecha

ninguna computadora ha sido capaz de realizar de manera satisfactoria. Sin embargo, se

esp era que cuando se logre pro ducir la inestabilidad de Jeans se pro duzca p or lo menos

una estrella.

x25. Energ��a de amarre gravitacional

A manera de intro ducci�on comencemos p or calcular la energ��a que se requiere para

ensamblar gravitacionalmente a una distribuci�on de part��culas (masas) arbitrarias. Pri-
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meramente calculemos el traba jo efectuado para llevar a una part��cula de masa m desde

in�nito hasta una p osici�on r �ja a trav�es de cualquier trayectoria. Si el p otencial gravita-

cional est�a dado p or � entonces este traba jo est�a dado p or m
Rr

1 g � d l , en donde g := - r �

representa la aceleraci�on gravitacional y d l es el elemento de longitud sobre la trayectoria.

Se de�ne la energ��a de amarre gravitacional de una part��cula como el traba jo hecho en

contra de las fuerzas gravitacionales para ensamblar a esta part��cula en un camp o gravi-

tacional � . En otras palabras, la energ��a de amarre gravitacional W de una part��cula de

masa m est�a dada p or

y

W = - m
Zr

1
g � d l = + m

Zr

1
r � � d l = m

�
� (r - � (1 ))

�
= m� (r ) = - Gm

Z
� 0

d V

0

jr - r 0j
;

(25.1)

y coincide con la energ��a p otencial gravitacional de una part��cula de masa m .

Sup ongamos ahora que tenemos una distribuci�on de part��culas en in�nito y queremos

amarrarlas gravitacionalmente. Para facilitar el c�alculo sup ongamos que ya se tiene a unas

cuantas part��culas amarradas inicialmente, de tal manera que existe una densidad � (r ) y

un p otencial � (r ) predeterminado p or estas masas. Traigamos a una masa in�nitesimal �m

desde in�nito hasta la p osici�on r . El traba jo hecho al realizar este pro ceso est�a dado p or

�m � (r ) . De esta manera, debido a que hemos a ~nadido un incremento de densidad �� (r )

a la con�guraci�on inicial, el cambio en la energ��a p otencial de la con�guraci�on est�a dado

p or

�W =
Z

�� (r )� (r ) d V : (25.2)

Utilizando la ecuaci�on de Poisson para el camp o gravitacional

�� := r 2� = 4�G�; (25.3)

y el teorema de Gauss, la ecuaci�on (25.2) puede ser escrita como

y
>Por qu�e se le llama energ��a de amarre? Simplemente p orque es la energ��a necesaria para llevar a la

part��cula de masa m desde una p osici�on r hasta in�nito. Dicho de otro mo do, es la energ��a que mantiene

amarrada a la part��cula de masa m a la distancia r sobre el camp o gravitacional � .
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�W =
1

4�G

Z
� r 2(�� ) d V =

1
4�G

� Z
� r (�� ) � d a -

Z
r � � r (�� )



: (25.4)

La primer integral del lado derecho de la ecuaci�on (25.4) se anula debido a que el camp o se

desvanece en in�nito

y
. Por otra parte, r � � r (�� ) = � jr � j2=2 y entonces la ecuaci�on (25.4)

toma la forma

�W = -
1

8�G
�

� Z
jr � j2 d V

�
: (25.5)

Si ahora sumamos to das las contribuciones a la energ��a de amarre, es decir,

R
�W , entonces

obtenemos la energ��a de amarre de un ob jeto que se encuentra atado gravitacionalment e

entre s��

W = -
1

8�G

Z
jr � j2 d V = -

1
8�G

� Z
� r � � d a -

Z
� r 2� d V



=

1
2

Z
� (r )� (r ) d V ; (25.6)

en donde el p en �ultimo y �ultimo paso de la ecuaci�on (25.6) se obtuvieron resp ectivamente

utilizando el teorema de la divergencia y la ecuaci�on de Poisson (25.3) . El valor absoluto

de la energ��a de amarre representa la energ��a m��nima necesaria para {p or ejemplo{ dada

una con�guraci�on atada gravitacionalmente (e.g. una estrella, una nub e, etc.) enviar a cada

una de sus part��culas hasta in�nito, de tal forma que no volver�an a recup erar su amarre

de ninguna manera

z
.

y
Para ser exactos, el camp o � / 1=r cuando r ! 1 y en el mismo l��mite jgrad � j / r - 2

y tambi�en

jd aj / r2
. Con esto es evidente la nulidad de la integral en la ecuaci�on (25.4) .

z
En la p el��cula de la guerra de las galaxias se observa la destrucci�on del planeta Alderan. La energ��a

m��nima necesaria para lograr su destrucci�on total utilizando la estrella de la muerte est�a dada p or la

ecuaci�on (25.6) . A manera de curiosidad, calcula cuanta energ��a de amarre p osee la tierra y calcula cuanta

energ��a (en forma de b ombas nucleares) se necesita para convertirla en a ~nicos. Para esto te ser�a �util sab er

que una b omba nuclear genera energ��as que var��an entre 10 (Hiroshima) a 50 (Tsar, la explosi�on nuclear

m�as violenta realizada p or la entonces Uni�on Sovi�etica) megatones. La b omba Tsar, dise ~nada p or los

Sovi�eticos, p o d��a alcanzar <hasta 100 megatones!. Esta b omba no fue creada para su uso en guerra, sino

para demostrar el p o der��o de la Uni�on Sovi�etica al resto de la humanidad (principalmente a los Estados

Unidos de Am�erica) durante la guerra fr��a. Se de�ne un megat�on ( Mt) como la energ��a explosiva equivalente

a la explosi�on de 106
toneladas de TNT (Tri-Nitro-Tolueno) y que se lib era al 100 % en una sola explosi�on

de manera instant�anea. Para ser m�as precisos 1 Mt = 10

5

cal = 4 : 2 � 10

15

J = 4 : 2 PJ(p eta joules).
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x26. Ecuaciones de estructura estelar

El valor num�erico del tiemp o de colapso de la ecuaci�on (24.5) est�a dado p or

t
col

� 27
�

R
R�

� 3=2 �
M

M �

� - 1=2

min ; (26.1)

donde el sub��ndice � se re�ere a los valores para el sol. Por ejemplo R� es el radio del sol y

M � es la masa del mismo. Por otra parte, el tiemp o t
K

que se tarda una estrella en agotar

to da su energ��a gravitacional de amarre cuando radia con una luminosidad L se denomina

el tiempo de Kelvin y est�a dado p or

t
Kelvin

�
GM 2

RL
� 3 � 107

�
M

M �

� 2 �
R

R�

� - 1 �
L

L�

� - 1

a ~nos : (26.2)

Para el sol, t
col

� t
Kelvin

y p or lo tanto el sol deb e estar muy cerca de un equilibrio

hidrost�atico. Por lo tanto la ecuaci�on (24.1) es v�alida. Para eliminar a � de esta ecuaci�on

lo m�as simple es tomar el divergente de amb os lados de la igualdad y utilizar la ecuaci�on

de Poisson (25.3) para el camp o gravitacional. De esta manera se obtiene que

r �

�
1
�

r p
�

= - �� = - 4�G�: (26.3)

Utilizando el hecho de que la simetr��a es esf�erica, entonces la ecuaci�on (26.3) puede escri-

birse como

1
r2

d

d r

‚
r2

�
d P

d r

Œ

= - 4�G�: (26.4)

La manera tradicional de obtener la ecuaci�on (26.4) (aunque quiz�as no la m�as directa)

es como sigue. Consideremos una nub e (o estrella) que se encuentra en equilibrio de fuerzas

de presi�on y fuerzas gravitacionale s. De esta manera la ecuaci�on (24.1) se convierte en la

relaci�on (24.2) , donde m(r) (la masa contenida dentro del cascar�on con radio r ) est�a dado

p or la igualdad (24.3) . La ecuaci�on (24.3) puede escribirse como

d m
d r

= 4�r 2�: (26.5)

Multiplicando la ecuaci�on (24.2) p or r2
, derivando con resp ecto a r y utilizando la
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ecuaci�on (26.5) se obtiene

d

d r

‚
r2

�
d p

d r

Œ

= - 4�G�r 2: (26.6)

que es justamente la ecuaci�on (26.4) .

Las ecuaciones (24.2) y (26.5) son excesivamente imp ortantes para el estudio de la es-

tructura de interiores estelares. Se denominan resp ectivamente primera y segunda ecua-

ciones de estructura estelar .

Tarea 8
En lo subsecuente utilizaremos lo que se cono ce como un gas p olitr�opico . Se dice que

un cambio p olitr�opico en las variables termo din�amicas de un gas o curre si dicho cambio

se realiza de manera cuasi{est�atica y es tal que su calor esp ec���co p ermanece constante

durante to do el pro ceso termo din�amico. A partir de esto puede mostrarse que la presi�on

p y la densidad � de dicho gas est�an relacionadas mediante

p / � � ; (26.7)

donde la constante � se cono ce como el ��ndice p olitr�opico . Como ya sab emos, en el caso de

un gas ideal su valor es � = 5=3 para un gas monoat�omico. De hecho en este caso � = c
V

=cp ,

el co ciente entre los calores esp ec���cos a volumen y presi�on constante resp ectivamente. En

el caso de un gas isot�ermico la ecuaci�on de estado de un gas ideal implica que p / � , es decir

el ��ndice p olitr�opico tiene un valor igual a la unidad. Para el caso de un gas de fotones o un

gas de part��culas relativistas (p or ejemplo, electrones relativistas) el valor de este ��ndice es

� = 4=3. La gente que estudia estructuras estelares suele escribir la ecuaci�on (26.7) como

p / � 1+ 1=n; (26.8)

y de�ne el ��ndice p olitr�opico como n . As�� pues, cuando n = 3=2 el gas es un gas mo-

noat�omico ideal y cuando n = 3, el gas representa un gas de fotones. En nuestro caso

utilizaremos siempre la notaci�on como en la ecuaci�on (26.7) , sin embargo para esta tarea

es m�as conveniente utilizar la notaci�on de la ecuaci�on (26.8) .
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( i ) Muestra que la ecuaci�on (26.4) puede ser llevada a la forma

1
� 2

d

d �

�
� 2 d �

d �

�
= - � n ; (26.9)

donde

� := �� n ; r := ��; p = k� 1+ 1=n

� :=
�

� (n + 1)
4�G

� 1=n- 1

 1=2

La ecuaci�on (26.9) es una de las ecuaciones m�as imp ortantes de la estructura estelar

y se denomina ecuaci�on de Lane{Emden de orden n y describ e la variaci�on de las

cantidades hidro din�amicas como funci�on de la p osici�on para una estrella en equilibrio

hidrost�atico.

( i i ) Las condiciones de frontera usadas en la ecuaci�on (26.9) en en el caso de una estrella

son p = � = 0 en r = R, d p=d r = 0 en r = 0 y � = 1 en r = 0. Cuando � = 0, es decir,

r = R se obtiene que � = � 1(n) , donde la funci�on � 1 dep ende del ��ndice p olitr�opico

en cuesti�on. Muestra que ba jo estas circunstancias, el radio y la masa de una estrella

est�an dados resp ectivamente p or

R = �� 1(n) =
�

(n + 1) k
4�G


 1=2

� (1- n)=2n
c

� 1(n); (26.10)

M (� = � 1) = - 4�
�

(n + 1) k
4�G


 3=2

� (3- n)=2n
c

�
� 2 d �

d �

�

� = � 1

; (26.11)

donde �
c

es el valor de la densidad en el centro de la estrella y es tal que � = �
c

.

( i i i ) Utilizando las ecuaciones (26.10) - (26.11) o de alguna otra manera, muestra que al

eliminar �
c

se obtiene

M n- 1 / Rn- 3kn
(26.12)
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que toma el sencillo asp ecto

M / R
n - 3
n - 1 : (26.13)

cuando � es constante. En el caso en que n = 3 (presi�on de radiaci�on) entonces M

es constante y R no queda determinada. Sin embargo, cuando n = 3=2 (presi�on de

gas) entonces M / R3
.

( iv ) Por otra parte, para una con�guraci�on en equilibrio muestra que

d

d r

‚

p +
Gm2(r)

8�r 4

Œ

< 0: (26.14)

De la ecuaci�on (26.14) se obtiene que la cantidad p + Gm2=8�r 4
alcanza su valor m�aximo

en el centro de la estrella. Por lo tanto

p
c

>
GM 2

8�R 4 � 4:4 � 1013
�

M
M �

� 2 �
R

R�

� - 4

N m

- 2 ; (26.15)

donde M := m(R) es la masa total de la estrella. Dimensionalmente, la presi�on central

est�a dada p or

p
c

�
energ��a de amarre

volumen

� densidad de energ��a �
GM 2

R4 : (26.16)

Para el sol, el valor de esta presi�on central falla p or un factor de alrededor de cien

debido a que no se consider�o la acumulaci�on central de gas que se encuentra en el centro

de las estrellas.

Si sup onemos que el sol se comp orta como un gas ideal, entonces, la presi�on del gas

p , la temp eratura T y la densidad de masa � (o el n �umero de part��culas p or unidad de

volumen n ) est�an relacionadas mediante la ecuaci�on de estado del gas ideal

p =
k

B

�m
�T = nk

B

T =
R
�

�T; (26.17)

en donde R representa la constante universal de los gases, k
B

es la constante de Boltzman,

� es el p eso molecular medio y m es la masa promedio de las esp ecies de part��culas en el

gas.
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Utilizando las ecuaciones (26.17) y (26.16) se puede calcular la temp eratura central de

una estrella

T
c

�
GM 2

R4

�m
k

B

�
� 6 � 107

�
M

M �

� 2 �
R

R�

� - 4 �
�

� �

� - 1

K : (26.18)

En el caso de estrellas como el sol (las cuales est�an dominadas p or hidr�ogeno), debido

a que el pro ducto k
B

T es mucho mayor que la energ��a de amarre de un �atomo de hidr�ogeno

(13 :5 eV ) entonces el gas se encuentra totalmente ionizado y p or lo tanto � � 0:5.

De la ecuaci�on (26.18) y utilizando el hecho de que � � MR - 3
se sigue que

k
B

T
c

�
GM�m

R
(26.19)

A este resultado se le cono ce como el teorema virial . En el caso de estrellas (o de cual-

quier sistema cerrado autogravitante de masas que se encuentra amarrado p or fuerzas de

cuadrado inversas) sucede que

�E
cin

= -
�E

p ot

2
; (26.20)

en donde

�E
cin

representa a la energ��a cin�etica promedio (en el tiemp o) y

�E
p ot

es la energ��a

p otencial promedio.

Investiguemos m�as con resp ecto al teorema virial. En el caso de una estrella la energ��a

p otencial est�a dada p or la energ��a de amarre gravitacional de la estrella

y

E
p ot

= - 4�G
ZR

0

m(r)
r

�r 2
d r: (26.22)

y
El c�alculo de la energ��a de amarre gravitacional de una masa esf�ericamente sim�etrica se hace susti-

tuyendo la ecuaci�on (6.9) en la ecuaci�on (25.6) . Estas integrales son un tanto cuanto complicadas, p or lo

que es mejor hacer el c�alculo de manera directa como se hizo para la demostraci�on de la ecuaci�on (25.6) .

Consideremos que se tiene to da la masa de la estrella en in�nito y que se va a ensamblar parte p or parte

a la misma. Sup ongamos que una cierta masa m(r) dada p or la ecuaci�on (24.3) ya se encuentra amarrada.

Si ahora se ensambla un cascar�on de masa d m(r) a la masa original, entonces el traba jo hecho para traer

desde in�nito a este cascar�on de ancho d r est�a dado p or - Gm(r) d m(r)=r . Por lo tanto, el traba jo total en

ensamblar a una masa esf�ericamente sim�etrica desde in�nito est�a dado p or

W = - G
Z

m(r) d m(r)
r

= - G
Z

m(r)� (r) d V

r
: (26.21)

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



124 V ESTRELLAS

Utilizando la ecuaci�on de balance hidrost�atico (24.2) e integrando p or partes con la con-

dicione de que la presi�on p = 0 en r = R, se obtiene

E
p ot

= 4�
Z

d p
d r

r3
d r = - 3

ZR

0
p d V : (26.23)

Utilizando el hecho de que para un gas ideal la energ��a cin�etica est�a dada p or

E
kin

=
3
2

nk
B

T; (26.24)

y la ecuaci�on del gas ideal (26.17) se obtiene entonces que

E
grav

= - 2E
cin

: (26.25)

El teorema del virial es un resultado tan imp ortante que vale la p ena demostrarlo en su

forma general. Tomemos el pro ducto interior de la ecuaci�on de Euler (23.6) con el vector

p osici�on r e integremos sobre to do el volumen que o cupa el ob jeto gaseoso para obtener

Z
r �

•r � d V = -
Z

r � r p d V -
Z

� r � r � d V ; (26.26)

donde el punto denota derivada con resp ecto al tiemp o

_[ ] := d =d t . Si ahora utilizamos el

hecho de que d (r �

_r )=d t = ( 1=2) d

2(r � r )=d t 2 = _r �

_r + r �

•r , entonces la integral del lado

izquierdo de la ecuaci�on (26.26) , con ayuda de la ecuaci�on de continuidad (22.3) , se puede

escribir como

Z
r �

•r � d V = -
Z

_r 2� d V +
1
2

Z
d

2
_r 2

d t 2 � d V :

=
1
2

d

2I
d t 2 - 2T

(26.27)

en donde

I =
Z

r 2� d V ; y T =
1
2

Z
� _r 2

d V ; (26.28)

representan el momento de inercia y la energ��a cin�etica (macrosc�opica) del sistema resp ec-
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tivamente.

Con ayuda del teorema de Gauss y la identidad r � (r p) = r � r p + pr � r el primer

t�ermino del lado derecho de la ecuaci�on (26.26) puede escribirse como

Z
r � r p d V = 	

Z
r p d a - 3(� - 1) U ; (26.29)

en donde, de acuerdo a la de�nici�on de un gas p olitr�opico y la primera ley de la termo-

din�amica, la energ��a interna del sistema para un gas p olitr�opico est�a dada p or

U =
1

� - 1

Z
p d V : (26.30)

Cantidades como la presi�on y la densidad se toman siempre nulos en la frontera del cuerp o

al que se re�eren. Por lo tanto, la integral de sup er�cie del lado derecho de la ecua-

ci�on (26.29) se anula.

Finalmente, la segunda integral de la ecuaci�on (26.26) se puede llevar al arreglo

Z
� r � r � d V = - G

x
�� 0

d V d V

0(r � r )
1

jr - r 0j
;

= - G
x

�� 0
d V d V

0
€
r 0

� r 0
Š 1

jr - r 0j
;

= -
1
2

G
x

�� 0
d V d V

0
€
r � r + r 0

� r 0
Š 1

jr - r 0j
;

= -
1
2

G
x �� 0

d V d V

0

jr - r 0j
;

:= - M ;

(26.31)

que de acuerdo a la ecuaci�on (25.6) representa la energ��a de amarre del sistema.

Sustituyendo las ecuaciones (26.27) , (26.29) y (26.31) en la relaci�on (26.26) , se obtiene

el teorema virial escalar

1
2

d

2I
d t 2 = 2T + 3(� - 1)U + M : (26.32)

Tarea 9
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En comp onentes, la ecuaci�on de Euler (23.7) , puede escribirse como

�
d v �

d t
= -

@p
@x�

- �
@�
@x�

: (26.33)

Multiplicando la ecuaci�on (26.33) p or x� e integrando sobre to do el volumen que o cupa la

masa de gas se obtiene

Z
�x �

d v �

d t
d V = -

Z
x�

@p
@x�

d V -
Z

�x �
@�
@x�

d V : (26.34)

( i ) Muestra que Z
�x �

d v �

d t
d V =

Z
�

d

d t

�
x�

d x�

d t

�
d V - 2T �� ; (26.35)

en donde el tensor

T �� =
1
2

Z
� v � v � d V ; (26.36)

representa el \tensor" de energ��a cin�etica. De hecho la contracci�on de este tensor da

la energ��a cin�etica del sistema

T �� = T =
1
2

Z
� v 2

d V : (26.37)

( i i ) Con ayuda del teorema de Gauss muestra que

-
Z

x�
@p
@x�

d V = -
Z

px � d a� + � �� (� - 1) U ; (26.38)

donde la energ��a interna del sistema est�a dada p or

U =
1

� - 1

Z
p d V ; (26.39)

para un gas p olitr�opico de ��ndice � .

( i i i ) Demuestra con ayuda de la ecuaci�on (6.8) que el tensor

M �� := -
Z

�x �
@�
@x�

d V = - G
Z

d V d V 0� (r)� (r 0)
x� (x� - x0

� )
jr - r 0j3

: (26.40)
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Con esto muestra que el tensor M �� es un tensor sim�etrico. Muestra tambi�en que

M �� = -
1
2

G
Z

d V d V

0� (r )� (r 0)
(x� - x0

� )(x� - x0
� )

jr - r 0j3
; (26.41)

y como la contracci�on

- M := - M �� = -
1
2

G
Z

� (r )� (r 0)
jr - r 0j

d V d V

0; (26.42)

representa la energ��a de amarre del sistema, entonces el tensor M �� se denomina el

tensor de energ��a de amarre del sistema.

( iv ) Con to do esto muestra que

Z
�

d

d t

�
x�

d x�

d t

�
d V = 2T �� + � �� (� - 1)U + M �� -

Z
px � d a� : (26.43)

Si sup onemos que la presi�on {y p or lo tanto la densidad tambi�en{ se anula en la sup er�cie

que acota al volumen de gas, entonces la integral del lado derecho de la ecuaci�on (26.43) se

anula. As��, como el lado derecho de la ecuaci�on contiene tensores sim�etricos, necesariamente

el tensor del lado izquierdo de esta ecuaci�on es sim�etrico

Z
�

d

d t

�
x�

d x�

d t

�
d V =

Z
�

d

d t

�
x�

d x�

d t

�
d V : (26.44)

( v ) Utilizando la simetr��a del tensor de la ecuaci�on (26.44) muestra que este mismo tensor

puede escribirse como

1
2

Z
�

d

d t

�
x�

d x�

d t
+ x�

d x�

d t

�
d V =

1
2

d

2I ��

d t 2 ; (26.45)

en donde el tensor de inercia I �� est�a dado p or

I �� =
Z

�x � x� d V ; (26.46)

y es tal que satisface

I = I �� =
Z

� r 2
d V ; (26.47)

en donde I es el momento de inercia.
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De la ecuaci�on (26.43) y la ecuaci�on (26.45) se obtiene el teorema virial en su forma

tensorial
1
2

d

2I ��

d t 2 = 2T �� + � �� (� - 1)U + M �� : (26.48)

La contracci�on de la ecuaci�on (26.48) pro duce el teorema del virial escalar

1
2

d

2I
d t 2 = 2T + 3(� - 1)U + M : (26.49)

( vi ) Finalmente, utilizando la ecuaci�on (26.44) , o de cualquier otra manera, muestra que

el momento angular del sistema se conserva, es decir

d

d t

Z
�

�
x�

d x�

d t
- x�

d x�

d t

�
d V = 0: (26.50)

x27. Generaci�on de reacciones nucleares

Un colapso gravitacional implica que la energ��a t�ermica aumenta pues T / 1=r (cf.

ecuaci�on (26.19) ). En el caso de estrellas esto genera una autoregulaci�on de los pro cesos

de energ��a termonuclear en regiones donde la presi�on es dominada p or presi�on t�ermica. De

hecho un colapso eleva la temp eratura quien a su vez incrementa la taza de generaci�on de

energ��a termonuclear y p or lo tanto la presi�on t�ermica (presi�on es densidad de energ��a) se

eleva de tal manera que se evita un colapso gravitacional.

La energ��a t�ermica esp ec���ca contando los tres grados de lib ertad disp onibles de las

part��culas est�a dada p or

E
T

=
3
2

k
B

T
�m

; (27.1)

y la energ��a interna esp ec���ca � est�a dada p or

� = c
V

T; (27.2)

donde c
V

es el calor esp ec���co a volumen constante que est�a relacionado con el calor

esp ec���co a presi�on constante c
p

mediante la relaci�on

cp - c
V

=
k

B

�m
y � = cp=c

V

: (27.3)
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As�� pues, la energ��a t�ermica y la interna est�an relacionadas mediante

ET =
3
2

(� - 1)� = -
1
2

E
grav

; (27.4)

de acuerdo al teorema virial (26.25) para una estrella. Por lo tanto, la energ��a total E
tot

de

una estrella est�a dada p or

E
tot

= � + E
grav

=
3� - 4

3(� - 1)
E

grav

: (27.5)

De esta manera, cuando � > 4=3 entonces � > jE
grav

j y p or lo tanto no existe un colapso

gravitacional. Sin embargo cuando 1 < � < 4=3 entonces la energ��a total es negativa y al no

hab er su�ciente presi�on t�ermica, puesto que � < jE
grav

j, se genera un colapso gravitacional.

En los ejemplos previos se ha considerado gases para los cuales � = 5=3 y p or lo tanto

son capaces de detener un colapso gravitacional mediante la presi�on t�ermica que el mismo

gas pro duce. Sin embargo, existe otra situaci�on para la cual � = 4=3. Esto o curre cuando

la presi�on est�a dominada p or la radiaci�on de la estrella o bien p or presi�on degenerativa

relativista como veremos m�as adelante. Las con�guraciones de equilibrio en estos casos son

inestables.

Cuando se origina un colapso gravitacional a partir de una nub e de gas difusa la mayor

parte de la energ��a gravitacional es radiada y la presi�on central y la temp eratura se elevan

hasta que se da lugar a fusi�on termonuclear. El elemento m�as abundante en el universo

( � 70 % ) es hidr�ogeno y p or lo tanto la reacci�on termonuclear a que se da origen es a la

fusi�on de hidr�ogeno en helio. Para esto se requiere temp eraturas del orden de 10

6

K. A esta

temp eratura el gas se encuentra altamente ionizado. Para estrellas como el sol, la reacci�on

m�as imp ortante es la cadena prot�on{prot�on (cadena p{p)

p + p � ! D + e+ + � e

p + D � ! He3 + 


He3 + He3 � ! He4 + 2p; (27.6)

que genera del orden de 26 :6 MeV p or cada He4
formado. Esto equivale a � 0:007mc2

,

donde m es la masa inicial de los cuatro protones utilizados en la cadena. La taza de
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cambio de la generaci�on de energ��a esp ec���ca (energ��a p or unidad de tiemp o p or unidad

de masa) es � / �T 4
y tiene un valor de � 10

- 4

W kg

- 1

para el sol.

Reacciones m�as energ�eticas son llevadas acab o, siendo el ciclo CNO (Carb�on{Nitr�ogeno{

Oxigeno) la m�as imp ortante para estrellas masivas. En este caso, la taza de cambio de

generaci�on de energ��a esp ec���ca est�a dada p or � CNO / �T 15
.

La conservaci�on de la energ��a generada en el interior de una estrella debida a sus

reacciones nucleares puede escribirse como

L =
Z

�� d V = 4�
Z

��r 2
d r;

en donde L es la luminosidad y � es la energ��a esp ec���ca (energ��a p or unidad de masa) p or

unidad de tiemp o que se genera dentro de la estrella. Esta �ultima ecuaci�on es com �unmente

escrita en forma diferencial y representa la tercera ecuaci�on de estructura estelar

d L
d r

= 4�r 2��: (27.7)

La energ��a generada en el interior del sol escapa del mismo debido a radiaci�on cerca del

n �ucleo y a convecci�on en las partes m�as externas.

La cuarta y �ultima ecuaci�on de estructura estelar tiene que ver con el transp orte de

energ��a del centro hacia la sup er�cie de la estrella. Esto corresp onde a transp ortar energ��a

p or conducci�on, convecci�on y/o radiaci�on de las partes centrales de una estrella hacia

su exterior. De estas formas de transp orte energ�etico, la conducci�on y la radiaci�on no

son muy diferentes. La conducci�on, llevada acab o principalmente p or electrones, consiste

en que electrones con energ��as elevadas provenientes de regiones calientes colisionen con

electrones de energ��as ba jas que se encuentran en regiones fr��as, transmitiendo de esta

manera energ��a y elevando as�� la temp eratura. En el caso de la radiaci�on, son los fotones

los que se encargan de energetizar (calentar) las partes menos energ�eticas (fr��as) de la

estrella.

El contenido energ�etico y el camino libre medio (i.e. la distancia promedio que reco-

rre una part��cula entre dos colisiones sucesivas) de los electrones y/o los fotones son los

factores que determinan la e�ciencia del transp orte energ�etico. La energ��a t�ermica de los

electrones ( = ( 3=2)nk
B

T) es mucho mayor que la energ��a t�ermica de los fotones ( = a T4
)

y
.

y
Recuerda que para un cuerp o negro la densidad de energ��a radiada e (energ��a p or unidad de volumen)

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x27 GENERACI �ON DE REACCIONES NUCLEARES 131

Por otra parte, si el camino libre medio es grande, entonces las part��culas (electrones o

fotones) pueden recorrer grandes distancias, partiendo desde regiones en donde la temp e-

ratura es elevada, hasta los lugares en los cuales la temp eratura es ba ja y de esta manera

transferir su energ��a e�cientemente. A p esar de que ni los electrones ni los fotones tienen

caminos libres medios grandes para el caso de estrellas, el camino libre medio de los fotones

es considerablemente mayor al de los electrones. Por esta raz�on es necesario discutir los

mecanismos de conducci�on y radiaci�on para ambas esp ecies, electrones y fotones.

A diferencia de la radiaci�on y la conducci�on, que son pro ducidas p or gradientes de tem-

p eratura, las corrientes convectivas en un 
uido se generan solamente cuando los gradientes

de temp eratura alcanzan un cierto valor. Dicho de otro mo do, la convecci�on comienza de-

bido a que el estado del 
uido sin movimiento resulta ser inestable. No es dif��cil calcular

cuando la convecci�on o curre en un 
uido. Lo dif��cil es sab er cuanta energ��a es transp ortada

mediante convecci�on en el caso de una estrella. No se tienen ni exp erimentos de lab orato-

rio ni teor��as precisas que describan a la convecci�on estelar. De hecho, la ausencia de una

teor��a buena de la convecci�on es uno de los p eores defectos en los estudios actuales de la es-

tructura estelar y su evoluci�on. Es p or esta raz�on que la convecci�on se omite generalmente

cuando uno realiza estudios de transp orte de energ��a para el caso de estrellas.

Ya sea que se considere transp orte de energ��a p or conducci�on o radiaci�on, el 
ujo

de energ��a F (energ��a p or unidad de �area p or unidad de tiemp o) puede expresarse como

gradientes de temp eratura T en cada caso resp ectivamente como

est�a dada p or la ley de Boltzman

e = a T4 ; (27.8)

en donde

a =
4�
c

= 7 : 55 � 10

- 16

J m

- 3

K ; (27.9)

es la constante de densidad de radiaci�on y la constante de Stephan{Boltzman � tiene el valor

� =
� 2k

B

60�h3c2
= 5 : 6 � 10

8

kg s

- 3

K

- 4 : (27.10)
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F
cond

= - �
cond

d T
d r

;

F
rad

= - �
rad

d T
d r

; (27.11)

donde �
cond

y �
rad

son factores p ositivos de prop orcionalidad denominados coe�cientes de

conductividad y radiaci�on t�ermica resp ectivamente. El signo menos en el lado derecho

de la ecuaci�on (27.11) signi�ca que el 
ujo se transp orta de las regiones con temp eratura

altas a las regiones con temp eraturas ba jas. Los factores de prop orcionalidad de estas

ecuaciones est�an determinados p or

� =
4a cT3

3��
; (27.12)

en donde � representa la opacidad del material estelar. La opacidad mide la resistencia de

un material (en este caso el gas de la estrella) al 
ujo de calor. De aqu�� puede mostrarse

que la probabilidad de que un fot�on sea absorbido al recorrer una distancia �x est�e dada

p or ���x .

Utilizando la ecuaci�on (6.1) entonces el transp orte que se lleva acab o p or radiaci�on y

conducci�on, como se muestra en la ecuaci�on (27.11) , puede escribirse como energ��a trans-

p ortada p or unidad de tiemp o L (la luminosidad) de la siguiente forma

L = 4�r 2 (F
cond

+ F
rad

) = -
16� a cr2T3

3��
d T

d r
; (27.13)

en donde

1
�

:=
1

�
rad

+
1

�
cond

: (27.14)

La ecuaci�on (27.13) es la cuarta ecuaci�on de estructura y se denomina ecuaci�on de trans-

porte energ�etico . Utilizando el hecho de que la presi�on de radiaci�on p
rad

para un cuerp o

negro est�a dada p or

p
rad

=
a

3
T4; (27.15)

entonces la ecuaci�on (27.13) puede reescribirse como
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d p
rad

d r
= -

�
B

L�
4� cr2 ; (27.16)

que tiene una forma semejante a la ecuaci�on (24.2) .

x28. Modelos estelares

Para hacer un mo delo estelar, las cuatro ecuaciones de estructura estelar tienen que ser

resueltas en conjunto con una ecuaci�on para el co e�ciente de absorci�on � . Estas ecuaciones

llevan adem�as condiciones a la frontera (sup er�cie) y los valores de las masas se obtienen

de observaciones astron�omicas. En la gran mayor��a de los casos esto requiere c�alculos

num�ericos. Sin embargo, es p osible obtener ciertas relaciones de escala como funciones

de M , R o L . Por ejemplo, utilizando la ecuaci�on (27.13) y la ecuaci�on (26.19) se obtiene

resp ectivamente que

L
R2 /

T4

��R
; (28.1)

T /
M
R

; (28.2)

� /
M
R3 : (28.3)

De estas relaciones se observa en particular que la luminosidad es prop orcional al cub o

de la masa. Esta relaci�on se denomina la relaci�on de masa{luminosidad . En el caso de

estrellas masivas, la disp ersi�on p or electrones domina la difusi�on radiativa y entonces el

co e�ciente de absorci�on � es una constante. De esta manera la presi�on t�ermica domina

sobre la presi�on radiativa. De las ecuaciones (28.1) y (28.2) se obtiene que L / M 3
.

Mas o menos 12 % de la masa de una estrella se quema con el pro ceso de fusi�on H ! He.

Para el caso del sol esto equivale a un tiemp o de vida medio de 10

10

a ~nos y se puede mostrar

que este valor escala como el recipro co del cuadrado de la masa de la estrella.

Cuando el hidr�ogeno en el n �ucleo de una estrella se agota, entonces este mismo se

contrae para elevar la temp eratura de tal manera que se pueda entonces quemar helio.

La envolvente externa de la estrella entonces se agranda p or un factor de 100 o m�as. No

hay una descrip ci�on simple del p orque esto o curre. Estos c�alculos se hacen de manera
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computacional y representan bastante bien el comp ortamiento que describ en las estrellas

de manera observacional, en el cual la envolvente de la estrella se expande de manera

excesiva. Cuando esto sucede la estrella se encuentra en su etapa de gigante roja (gigante

p orque es mucho m�as grande que la estrella original y ro ja p orque radia en el ro jo del

esp ectro �optico). Esta etapa de la estrella es de mucho menor duraci�on que la etapa del

quemado de hidr�ogeno debido a la elevada temp eratura del n �ucleo estelar.

Finalmente mostremos que la presi�on de radiaci�on ( � a T4
) {cf. ecuaci�on (27.15) { es

mucho m�as imp ortante que la presi�on de gas ( � nk
B

T) para estrellas de masa elevada.

Para esto basta utilizar las ecuaciones (28.1) -(28.3) , as�� como la ley del gas ideal (26.17) ,

y as�� obtener

p
gas

� nk
B

T �
GM 2

R4 ; p
rad

� a T4 �
a G4M 4 (�m )4

R4k4
B

: (28.4)

De esta manera, cuando p
rad

> p
gas

entonces se tiene que

M &
k2

B

a

1=2(�m )2 G1=3
� 6M � :

Las estrellas que est�an sop ortadas p or presi�on de radiaci�on tienen un ��ndice p olitr�opico

� � 4=3 y p or lo tanto son propicias a un colapso o a una expansi�on, dep endiendo de las

condiciones iniciales de su estructura, as�� como de las condiciones energ�eticas de la misma.

Con esto y utilizando el l��mite de Eddington mencionado m�as adelante es p osible p oner

una cota sup erior de . 100M� a la masa de las estrellas. Estrellas de masa m�as elevada

que este l��mite, no pueden existir en la naturaleza.

x29. Presi�on degenerativa

El l��mite inferior a la masa de una estrella est�a dado p or presi�on degenerativa , una

presi�on que sucede p or efectos cu�anticos cuando la densidad se incrementa. Para ser exac-

tos, la presi�on degenerativa se da debido a la compresi�on de fermiones (part��culas con spin

m �ultiplos de 1=2 como p or ejemplo protones, electrones, neutrones) y que ob edecen el

principio de exclusi�on de Pauli , el cual dice que solamente dos fermiones pueden encon-

trarse en un mismo nivel de energ��a con spins de signos opuestos. Cuando la materia se
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x29 PRESI �ON DEGENERATIVA 135

comprime, el punto cero de energ��a o punto de Fermi se eleva y esto genera una presi�on

adicional (presi�on es energ��a p or unidad de volumen).

Una forma aproximada para describir a la presi�on degenerativa se obtiene con ayuda

del principio de incertidumbre de Heisenberg de la mec�anica cu�antica:

�p �x � �h; (29.1)

en donde �h es la constante de Planck en unidades de 2� , p es el momento y x la p osici�on

de una part��cula (e.g. un electr�on). El nivel cero de energ��a no{relativista p or part��cula

est�a dado p or

E
deg

=
p2

2m
�

�h2

2m�x 2 ; (29.2)

en donde el �ultimo paso se obtiene del principio de incertidumbre de Heisenb erg. De la

ecuaci�on (29.2) se ve que la energ��a disp onible p or part��cula se incrementa a medida que

el tama ~no disp onible p or part��cula �x decrece. La presi�on p
deg

(presi�on degenerativa) que

esta energ��a origina (presi�on es energ��a sobre volumen) para el caso de N part��culas en un

volumen V est�a dado p or

p
deg

�
N

V

p2

2m
�

�h2

2m
n5=3; (29.3)

en donde n = N=V es el n �umero de part��culas p or unidad de volumen y �x � (V=N)1=3 =

(1=n)1=3
. De la ecuaci�on (29.3) se ve que p

deg

/ n5=3
y p or lo tanto la presi�on degenerativa

no{relativista se comp orta como un gas p olitr�opico cuyo ��ndice � = 5=3. Adem�as esta

presi�on es inversamente prop orcional a la masa m . De esta manera se ve que la presi�on

degenerativa de electrones es 2000 veces m�as fuerte que la presi�on degenerativa de protones.

Por esta raz�on generalmente se habla de presi�on degenerativa debida a electrones.

En el caso de que las part��culas se est�en moviendo en forma relativista, la energ��a

degenerativa est�a dada p or

E
deg ;rel

� pc =
�hc
�x

: (29.4)

De esta manera, la presi�on degenerativa para el caso relativista est�a dada p or
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P
deg ;rel

� �hcn4=3; (29.5)

que es una relaci�on p olitr�opica de ��ndice � = 4=3. Por lo tanto, de acuerdo con la ecua-

ci�on (27.5) , estrellas sop ortadas p or presi�on degenerativa relativista son propicias a un

colapso gravitacional.

Utilizando el concepto de presi�on degenerativa, es f�acil p oner una cota inferior a la

masa que deb e tener una estrella que quema hidr�ogeno (como el sol). Para esto, basta

con utilizar la ecuaci�on (26.18) . De esta igualdad se sigue que para que se lleve a cab o la

cadena p{p se requiere que T
c

& 10

7

K. Cuando una nub e se colapsa, esta temp eratura se

alcanza solamente si la presi�on t�ermica p
gas

= nk
B

T
c

es mayor a la presi�on degenerativa

p
deg

= �h2n5=3=2me , donde me es la masa del electr�on. Por otra parte, para un sistema

virializado, la energ��a t�ermica es aproximadamente igual a la energ��a p otencial y p or lo

tanto T
c

� GMm e=Rk
B

& 10

7

K. De aqu�� se obtiene que la masa m��nima que puede tener

una estrella la cual quema hidr�ogeno en su centro es � 0:05M� .

Ob jetos colapsados que tienen masas inferiores a este valor, digamos 0 :03 M � , sop ortan su

propia masa mediante presi�on degenerativa y p or lo tanto no llegan a quemar su combus-

tible mediante �si�on termonuclear. Ob jetos demasiado p eque ~nos, tip o J �upiter que tienen

una masa � 0 :001 M � , est�an sop ortados p or una combinaci�on de presi�on degenerativa con

fuerzas electrost�aticas. Esto se deb e a que el principio de Pauli y el principio de incerti-

dumbre de la mec�anica cu�antica se tienen que aplicar para �atomos individuales.

Con esto y lo mencionado al �nal de la secci�on x 27 queda mostrado el resultado im-

p ortante de que las estrellas que brillan debido a la pro ducci�on propia de fusi�on nuclear

tienen masas entre 0:05 y 100 M � .

�

Estos valores constituyen cotas m��nimas y m�aximas

resp ectivamente a la masa de una estrella.

x30. Enanas blancas

Ob jetos colapsados que sop ortan la gravedad pro ducida p or sus masas mediante presi�on

degenerativa se denominan enanas blancas . Para estos ob jetos, la energ��a total est�a dada

p or
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E = NE
deg

+ E
grav

=
N5=3

�h2

2me V

2=3
- G

M 2

R
; (30.1)

para el caso no{relativista. Adem�as, como N = M= (me + mp) � M=m p y V � R3
, entonces

la ecuaci�on (30.1) puede escribirse como

E =
�h2M 5=3

2mem5=3
p R2

- G
M 2

R
: (30.2)

Ahora bien, un sistema mec�anico se encuentra en equilibrio si su energ��a total alcanza un

valor m��nimo (el m��nimo de p otencial). De aqu�� que para que la estrella est�e en equilibrio

necesariamente se obtiene de la ecuaci�on (30.2) la siguiente relaci�on entre la masa M de la

enana y su radio R

M �

‚
�h6

m3
eG3m5

p

Œ
1
R3 : (30.3)

Esta relaci�on implica que el radio decrece al aumentar la masa de la enana. Esto se deb e

al principio de incertidumbre, pues el espacio disp onible para los electrones deb e de redu-

cirse para que su momento (y p or tanto su energ��a p or unidad de volumen o presi�on) se

incremente.

Cuando se tiene electrones relativistas, la energ��a degenerativa total est�a dada p or

E = �hc

‚
M
mp

Œ4=3 1
R

- G
M 2

R
: (30.4)

En este caso los dos t�erminos del lado derecho de la ecuaci�on (30.4) son inversamente

prop orcionales al radio de la enana y p or lo tanto no existe un m��nimo de energ��a. De esta

manera, la enana es propicia a colapsarse o expandirse a in�nito. La masa a la cual esto

o curre est�a dada p or la condici�on sobre la cual E = 0 que corresp onde a la masa m�axima

p osible para la cual E � 0. Esta masa, la masa de Chandrasekhar

y
est�a dada p or

y
El astrof��sico Indio S. Chandrasekhar (el famoso Chandra) fascinado p or la mec�anica cu�antica y la

astrof��sica fue aceptado para realizar sus estudios de p osgrado en la Universidad de Cambridge del Reino

Unido a la edad de 19 a ~nos. En su via je en barco, que dur�o aproximadamente tres semanas, encontr�o esta

masa l��mite, la masa de Chandrasekhar.
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M
Ch

=
�

�hc
G

� 3=2 1
m2

p
� 2 M � : (30.5)

El valor exacto de la masa de Chandrasekhar dep ende de la comp osici�on de la enana.

Resulta que el punto cero de la energ��a de los iones de una enana blanca fr��a y masiva

es su�ciente para que se pueda pro ducir fusi�on nuclear, de hecho fusi�on piconuclear, y el

equilibrio es prop orcionado p or una mezcla de carb ono y oxigeno. De aqu�� puede mostrarse

que

M
Ch

� 1 :4 M � : (30.6)

El camino libre de un electr�on en la materia degenerativa es grande. Lo mismo o curre

en metales debido a la misma raz�on pues los niveles de Fermi se encuentran llenos. Por esta

raz�on la conducci�on de calor es sumamente e�ciente. En la sup er�cie de las enanas blancas

se pro duce una capa de materia no{degenerativa que act �ua como una s�abana, evitando que

el calor de la estrella escap e. Por esta raz�on estas estrellas tardan alrededor de � 10

10

a ~nos

en enfriarse (radiar to da su energ��a). Debido a esto, estas estrellas son observadas como

estrellas calientes de color blanco. El radio de estas estrellas es del orden del radio de la

tierra R& = 6 :3 � 10

6

m.

Sirius A es la estrella m�as brillante en el cielo no cturno. La �orbita de esta estrella es

p erturbada debido a la existencia de una compa ~nera llamada Sirius B. La existencia de

Sirius B se in�ri�o debido al movimiento ondulatorio que se observ�o en la �orbita de Sirius A

en la d�ecada de los a ~nos 1830's. Sirius B fue observada directamente en el a ~no 1865. Estas

dos estrellas forman un sistema binario con un p erio do orbital de 49 :9 a ~nos y los semiejes

mayores a1 y a2 de Sirius A y Sirius B ob edecen la relaci�on 2a1 � a2 . Desde el centro de

masa del sistema, la ley de Kepler de gravitaci�on puede escribirse como (cf. ecuaci�on (6.5) )

G� (M 1 + M 2) � 2 = 4�a 3�; (30.7)

donde � = M 1M 2=(M 1 + M 2) es la masa reducida, M 1;2 son las masas de Sirius A y

Sirius B resp ectivamente y a = a1 + a2 . Con esto y utilizando el hecho de que M 1 � 2M �

entonces se obtiene que M 2 � 1M � . Ambas estrellas son de color blanco muy similar. Por

lo tanto la temp eratura de su sup er�cie T
sup

deb e ser similar, i.e. T
sup

� 10

4

K, p ero sus
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luminosidades di�eren p or un factor � 104
. De aqu�� que como el 
ujo total F de radiaci�on

de un cuerp o negro est�a dado p or F = �T 4
, entonces

L = 4�R 2�T 4: (30.8)

Por lo tanto R2 � R1=100 y as�� � 2 � 10

6

kg m

- 3

, con lo cual se in�ere que Sirius B es una

enana blanca.

Las enanas blancas pro ducen un corrimiento al ro jo gravitacional z � 10- 4
que fue

detectado en la d�ecada de los 1960's mediante observaciones esp ectrosc�opicas. Las l��neas

de He no se observan en el esp ectro de las enanas blancas debido a que el He es m�as denso

que el H y p or lo tanto, se hunde en la estrella debido al fuerte p otencial gravitacional.

Las enanas blancas son estrellas comunes en nuestra galaxia. Casi siempre se les observa

en sistemas binarios (para ser precisos, sistemas binarios compactos y lejanos , es decir

estrellas binarias no muy cercanas entre s�� {como la de Sirio). El sol se convertir�a en una

enana blanca en unos cinco mil millones de a ~nos aproximadamente.

x31. Estrellas de neutrones

Cuando la energ��a degenerativa de un electr�on excede la diferencia de masa{energ��a

entre el neutr�on y el prot�on, i.e.

E
deg

> (mn - mp) c2 = 1 :29 MeV ; (31.1)

los electrones se mueven a velo cidades mo deradamente relativistas y entonces se pro duce

el decaimiento inverso{ � que est�a dado p or

e- + p ! n + � e: (31.2)

La densidad a la que este decaimiento o curre es del orden de 10

10

kg m

- 3

. Cuando las

densidades son a �un m�as grandes, entonces la materia est�a compuesta de neutrones en

su mayor��a. Los electrones y los iones se encargan de llenar to dos los estados libres de

la materia y de esta manera mantienen a la misma el�ectricamente neutra. Debido a la

abundancia de neutrones, la presi�on degenerativa debida a neutrones domina a la de los
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electrones.

Es p osible hacer un c�alculo aproximado del radio que deb e de tener un ob jeto gravita-

cional sop ortado p or presi�on degenerativa pro ducida p or neutrones. Para esto, basta con

utilizar la ecuaci�on (30.3) en el caso de neutrones para obtener

M /
1

€
m

deg

R
Š3 :

Sup oniendo que la masa M es la masa del sol M � , entonces se obtiene una relaci�on entre

los radios R
eb

y R
en

para una enana blanca y una estrella de neutrones resp ectivamente

Ren � R
eb

‚
me

mp

Œ

� 10 km : (31.3)

Con lo p eque ~no de este radio se obtiene que la separaci�on entre las distintas part��culas

est�a dado p or �x � (V=N)1=3 � (�=m p)- 1=3 � 10

- 15

m, que es la distancia t��pica sobre la

cual act �ua la fuerza nuclear fuerte (i.e. la longitud de onda de Compton del prot�on). En

otras palabras, las part��culas est�an tan cercanas unas de las otras que los n �ucleos se \to can"

entre s��. Por esta raz�on la densidad de materia en una estrella de neutrones es comparable

con la densidad nuclear. El problema surge debido a que la ecuaci�on de estado para materia

densa, digamos dos veces la densidad nuclear, no se cono ce exp erimentalmente. Por lo tanto

no resulta muy clara la estructura precisa de las estrellas de neutrones. Por si esto fuera

p o co el an�alisis de una estrella de neutrones requiere una teor��a relativista de la gravedad

pues sucede que para estos ob jetos, la energ��a p otencial gravitacional GM 2=R es mayor a

un diez p or ciento de su energ��a en rep oso, es decir, 0:1Mc2
.

Se puede mostrar que la masa m��nima que una estrella de neutrones puede tener es

� 0:1M � . Por deba jo de esta masa los neutrones son inestables al decaimiento{ � con lo

cual el radio se incrementa al disminuir la masa. Existe adem�as un l��mite sup erior a la

masa de una estrella de neutrones que resulta ser � 3M � .

x32. Supernovas

Cuando una estrella masiva ( & 8 M � ) alcanza el �nal de su vida, su n �ucleo se colapsa

y en o casiones forma una estrella de neutrones. Cuando las estrellas son tan masivas como
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esta, las reacciones nucleares son tan intensas que llegan a pro ducir hierro en sus n �ucleos.

M�as all�a de esta reacci�on termonuclear, la �si�on nuclear que se pro duce es endot�ermica,

es decir, requiere energ��a para mantenerse, contrario a una reacci�on termonuclear normal,

la cual genera energ��a. El resultado es que el n �ucleo de hierro que se pro duce, y que

est�a sop ortado p or presi�on degenerativa, se colapsa. Los rayos gama que se pro ducen debido

a la lib eraci�on enorme de energ��a gravitacional causan entonces foto diso ciaci�on del n �ucleo

del hierro hasta romp erlo p or completo y regresarlo a protones y neutrones libres.

En el n �ucleo se pro ducen entonces temp eraturas muy elevadas y una fracci�on de la

energ��a gravitacional se lib era mediante neutrinos. Esto hace que el colapso del n �ucleo

o curra m�as lentamente, cambiando el tiemp o de ca��da libre a unos cuantos segundos. Es-

to se deb e a que cuando la densidad es excesivamente alta ( � 10

14

kg m

- 3

), los neutrinos

disp ersan a la materia. Cuando el n �ucleo alcanza densidades nucleares entonces el n �ucleo

\reb ota" y la materia que est�a arriba del mismo es lanzada a velo cidades del orden de

10

4

km s

- 1

. La r�apida lib eraci�on de energ��a y su recombinaci�on subsecuente origina un

destello altamente luminoso que llega a tener una luminosidad en el �optico � 10

9

L � . A

este fen�omeno se le denomina supernova (tip o I I) en astrof��sica. La luminosidad decae

r�apidamente en los meses subsecuentes debido a que los elementos lanzados p or la su-

p ernova decaen. Principalmente se observa el decaimiento de esp ecies radioactivas como

Ni 56 ! Co56 ! Fe56
. Los n �ucleos de estas sup ernovas dejan una estrella de neutrones o

un agujero negro en el lugar de la explosi�on. El agujero negro se observa cuando la masa

de la estrella progenitora es & 30 M � .

La mayor p erdida de energ��a debida a la implosi�on y la explosi�on de la estrella se deb e a

la difusi�on de neutrinos a trav�es del n �ucleo. El tiemp o de difusi�on que tardan los neutrinos

en atravesar el n �ucleo es t
dif

� 10 s y p or lo tanto la luminosidad L� pro ducida debida a la

expulsi�on de neutrinos est�a dada p or el co ciente de la energ��a de amarre de la estrella de

neutrones entre el tiemp o de difusi�on que resulta ser L� � 10

45

W .

La explosi�on pro duce grandes 
ujos de neutrones debido a la nucleos��ntesis que se

pro duce gracias a las elevadas temp eraturas y densidades en el n �ucleo. Estos neutrones

pasan entre las regiones que cubren al n �ucleo y se recombinan para formar elementos m�as

p esados que el hierro gracias a una captura r�apida del neutr�on. Estos nuevos elementos se

amarran m�as r�apido de lo que tarda el decaimiento{ � . Esta nucleos��ntesis en una sup ernova

es el pro ceso mediante el cual se forman la mayor��a de los elementos m�as p esados que el
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He. De hecho, los elementos p esados que observas a tu alrededor aqu�� en la tierra fueron

creados en una sup ernova. Gracias a la explosi�on de alguna estrella en el remoto pasado

de nuestra vecindad gal�actica se pudieron formar diversos elementos p esados. M�as tarde

un colapso gravitacional de una nub e contaminada con estos elementos p esados logr�o la

formaci�on del sol y nuestro sistema solar.

Existe otra forma de pro ducir una sup ernova (tip o I).

�

Esta se deb e a que cuando una

enana blanca acreta

y
demasiada masa, entonces llega un momento en el cual la masa de

la estrella alcanza (o rebasa) el l��mite de Chandrasekhar. Este tip o de situaci�on o curre en

algunos sistemas binarios, en los cuales una estrella (p or ser m�as compacta y m�as masiva)

acreta gas de su compa ~nera. Debido a esta situaci�on se pro duce una implosi�on/explosi�on

semejante a la mencionada anteriormente, p ero la diferencia es que no se pro duce un

ob jeto compacto como vestigio del pro ceso f��sico. Por lo tanto, to do el hierro que se forma

durante la explosi�on es lanzado al espacio. Estas sup ernovas de tip o I se diferencian de las

sup ernovas tip o I I debido a que en su emisi�on no existen l��neas de hidr�ogeno en el esp ectro

que pro ducen.

Las observaciones de sup ernova son dif��ciles, sin embargo hoy en d��a lo que se trata de

hacer es observar sup ernovas en otras galaxias, con lo cual es p osible determinar de manera

muy precisa la geometr��a del universo como veremos m�as adelante. En nuestra galaxia se

cono cen los remanentes (vestigios) de sup ernova de cinco sup ernovas que o currieron en

los �ultimos 1000 a ~nos . La predicci�on es que deba o currir una sup ernova en nuestra galaxia

m�as o menos cada 30 a ~nos . La gran mayor��a de estas sup ernovas no son visibles debido a

que son oscurecidas p or el gas del plano de la galaxia. Una de las sup ernovas m�as famosas

fue la sup ernova del a ~no 1054 D.C. El remanente se cono ce hoy en d��a como la nebulosa

del cangrejo y p osee una estrella de neutrones rotante en su interior. Hist�oricamente esta

sup ernova ha sido una de las observaciones m�as imp ortantes en la historia del hombre.

Los Chinos dejaron p or escrito el hecho de la gran brillantez que se present�o en el cielo

debido a la sup ernova. Culturas del norte de M�exico y el sur de los Estados Unidos de

Am�erica realizaron diversos murales de pintura en cavernas dejando marca de la existencia

de este fen�omeno anormal en el cielo. Finalmente y de gran imp ortancia para Mesoam�erica,

los Teotihuacanos en M�exico dejaron tambi�en un p etroglifo que ha sido recientemente

y
En astrof��sica se denomina acreci�on al fen�omeno de atracci�on gravitacional de gas hacia un ob jeto

condensado {en o casiones compacto{ como una estrella o agujero negro.
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identi�cado como la con�rmaci�on de que una explosi�on sup ernova en el a ~no 1054 D.C.

o curri�o. Este p etroglifo se muestra en la Figura V.1.

Figura V.1: La �gura muestra una fotograf��a de un p etroglifo teotihuacano que describ e

la presencia de una sup ernova en el �rmamento (lado izquierdo de la imagen). Esta sup er-

nova corresp onde a la sup ernova del a ~no 1054 que fue observada tambi�en p or los Chinos

y tribus del norte de M�exico y sur de los Estados Unidos de Am�erica. El remanente de

sup ernova se denomina hoy en d��a como la nebulosa del cangrejo (cf. Figura V.2). La

imagen fue amablemente prop orcionada p or Jesus Galindo del Instituto de Astronom��a

de la Universidad Nacional Aut�onoma de M�exico.

La \esfera" de gas pro ducida p or una explosi�on sup ernova y que se aleja del punto

donde o curri�o la explosi�on se denomina remanente de supernova . La velo cidad t��pica

a la cual esta esfera de gas se mueve es � 10

4

km =s. Esta esfera de gas interacciona con

el viento estelar que fue lanzado p or la estrella a mucha menor velo cidad antes de la

explosi�on. Adem�as de interaccionar con el viento estelar, existe la p osibilidad de que el

material lanzado p or la sup ernova interaccione tambi�en con cualquier otra forma de gas que

exista en el medio interestelar que ro deaba a la estrella original. Debido a que el material

lanzado a ra��z de la explosi�on se mueve de forma sup ers�onica, entonces se pro duce una

onda de cho que

y
la cual acelera el material (viento y gas interestelar) al pasar sobre el. El

y
Una onda de cho que es una discontinuidad hidro din�amica (las variables hidro din�amicas {presi�on,
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material p or detr�as de la onda de cho que incrementa su temp eratura de tal manera que

es capaz de emitir radiaci�on electromagn�etica. La Figura V.2 muestra el remanente de la

sup ernova del a ~no 1054 D.C., mejor cono cido como la nebulosa del cangrejo.

Figura V.2: Observaci�on reciente en radio de la nebulosa del cangrejo (sup ernova del

a ~no 1054 D.C. (cf. Figura V.1), tomada con el telescopio Ryle del Mullard Radio Astro-

nomy Observatory (MRAO) en la Universidad de Cambridge, Reino Unido. La imagen

fue obtenida de http://www.mrao.cam.ac.uk .

Detr�as de la onda de cho que se alcanzan temp eraturas T � 10

7

K durante los primeros

1000 a ~nos . Ahora bien, ya que para cualquier pro ceso radiativo imp ortante se tiene que

h� � k
B

T, en donde h es la constante de Planck, � la frecuencia de la onda electromagn�etica

radiada y k
B

es la constante de Boltzman, se sigue que los remanentes de sup ernovas son

brillantes en rayos{X en sus primeras etapas.

Justo despu�es de la explosi�on, el remanente se expande aproximadamente con velo cidad

constante (expansi�on libre) y p or lo tanto r / t , donde r es la co ordenada radial y t el

tiemp o medido a partir del momento de la explosi�on. Esto sucede hasta que la masa que el

temp eratura, velo cidad, etc.{ tienen un brinco o discontinuidad al pasar a trav�es de una sup er�cie, la onda

de cho que) que se pro duce p or diversos mecanismos.
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remanente ha barrido M
barr

es igual a la masa que se lanz�o como pro ducto de la explosi�on

M
lanz

M
barr

=
4
3

�r 3�
ext

= M
lanz

; (32.1)

en donde �
ext

representa la densidad del medio ambiente que originalmente envolv��a a

la estrella antes de la sup ernova. Despu�es de esto, la onda de cho que entra en lo que se

cono ce como la fase de Sedov{Taylor (o fase adiab�atica) en la que la evoluci�on del

remanente se comp orta de manera auto{similar

y
. Para entender el comp ortamiento de

esta fase, intro duzcamos el concepto de presi�on de empuje (presi�on ram). Esta presi�on

es la presi�on generada p or el movimiento macrosc�opico de las part��culas de 
uido que se

ejerce sobre un �area dada. Considera un chorro de gas cil��ndrico (un jet ) que se mueve con

velo cidad no{relativista v sobre un medio en rep oso. Un p eque ~no volumen de gas en el jet

en un tiemp o �t est�a dado p or v �t � �a , en donde la altura del cilindro est�a dada p or

v �t y el �area de su base es �a . El momento m v que carga la masa de gas contenida dentro

de este p eque ~no cilindro est�a dado p or � � v �t�a � v , donde � es la densidad de masa del

gas dentro del cilindro. Como la presi�on es momento p or unidad de tiemp o (i.e. la fuerza)

p or unidad de �area entonces la presi�on de empuje p
ram

que ejerce el jet al expandirse sobre

el medio que le ro dea est�a dada p or

p
ram

= � v

2: (32.2)

Para calcular la presi�on de empuje en el caso del remanente de sup ernova, representemos

a la presi�on externa al remanente (viento de la estrella m�as gas interestelar) p or �
ext

y a

la velo cidad del frente del remanente (onda de cho que) con resp ecto al gas externo p or v .

Si ahora escogemos un sistema de referencia en el que el frente del remanente se encuentra

en rep oso, entonces el gas exterior p enetra al remanente con una velo cidad v . Por lo tanto,

la presi�on de empuje que genera este gas sobre el remanente es �
ext

v

2 = �
ext

_r2
con r

la distancia radial al origen. Por la ley de Newton, esta presi�on deb e deb e ser del orden

(salvo algunas constantes) de la energ��a total de la explosi�on E dividida p or el volumen de

y
Se dice que un pro ceso en la hidro din�amica se lleva a cab o de manera auto{similar si r / t �

, donde el

��ndice de similaridad � es una constante. F��sicamente esto quiere decir que si escalamos a la distancia de tal

manera que esta se incremente con el tiemp o como t �
entonces los valores de las cantidades hidro din�amicas

p ermanecen constantes.
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la esfera que envuelve al frente del remanente � 1=r3. De aqu�� que

r /
�

E
�

ext

� 1=5

t 2=5: (32.3)

Esta soluci�on es auto{similar. De hecho esta soluci�on fue originalmente encontrada para

el caso en el que una explosi�on fuerte (como una b omba nuclear) o curriese, y describ e

bastante bien el comp ortamiento de una explosi�on de este tip o.

Tarea 10
Una onda de cho que es una discontinuidad hidro din�amica. Dicho de otro mo do, las va-

riables hidro din�amicas (presi�on, temp eratura, entrop��a, velo cidad, etc.) var��an de manera

discontinua al cruzar esta sup er�cie de discontinuidad que siempre puede sup onerse como

in�nitamente delgada (para facilitar c�alculos matem�aticos). Si se sup one que la onda de

cho que es estacionaria, i.e. @=@t= 0, entonces es claro que en el marco de referencia de

la onda de cho que, el 
ujo de masa � v , el 
ujo de momento � v

2 + p y el 
ujo de energ��a

� v ( v

2=2+ w) deb en variar de manera continua a trav�es de la onda de cho que

y
. De esta

manera, si el sub��ndice 1 y 2 representan cada uno de los lados de la onda de cho que

entonces

� 1v 1 = � 2v 2 (32.4)

� 1 v

2
1 + p1 = � 2v

2
2 + p2 (32.5)

� 1v 1

�
1
2

v

2
1 + w1

�
= � 2v 2

�
1
2

v

2
2 + w1

�
(32.6)

Una onda de cho que pro duce una compresi�on, es decir, cuando el gas del lado 1 pasa al

y
Para mostrar esto en el caso del 
ujo de masa, basta con tomar la ecuaci�on de continuidad (22.2) e

integrarla sobre un volumen p eque ~no V que atraviesa la sup er�cie de discontinuidad. Debido a que @=@t= 0
entonces Z

div (� v ) d V = 	
Z

� v � d a = 0;

donde a es el elemento de �area normal al volumen de integraci�on. Haciendo tender a cero las dimensiones

del volumen, la integral se reduce a (� v )1 = ( � v )2 , en donde los sub��ndices 1 y 2 representan cada uno de

los lados de la discontinuidad. Esto mismo se puede hacer para el caso de las ecuaciones de conservaci�on

de momento y energ��a para un 
uido y lo que se obtiene es que los 
ujos resp ectivos de momento y energ��a

deb en ser conservados a trav�es de la onda de cho que.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x32 SUPERNOVAS 147

lado 2 se obtiene que p2 > p 1. De aqu�� y utilizando las ecuaciones (32.4) -eq.5.99.3 se pude

mostrar que v 1 > v 2. Adem�as, el 
ujo pasa de un estado sup ers�onico en el lado 1 a uno

subs�onico en el lado 2. Se dice que una onda de cho que es fuerte cuando p2 � p1. Esto

sucede en el caso de explosiones sup ernova o explosiones nucleares p or ejemplo.

( i ) Utilizando el hecho de que la entalp��a esp ec���ca para un gas p olitr�opico est�a dada

p or la relaci�on (cf. ecuaci�on (26.30) ) w = �p= (� - 1)� , muestra que en el caso de una

onda de cho que fuerte, las ecuaciones (32.4) - (32.6) implican que

� 2

� 1
=

� + 1
� - 1

: (32.7)

Muestra tambi�en, utilizando la ecuaci�on de estado del gas ideal (26.17) , que la dis-

continuidad en las temp eraturas para este tip o de onda de cho que est�a dada p or

T2

T1
=

(� - 1) p2

(� + 1) p1
: (32.8)

( i i ) Muestra utilizando el inciso anterior (o de cualquier otra manera) que una onda de

cho que fuerte cumple con la relaci�on de que M 1 := v 1=c1 � M 2 := v 2=c2 , en donde la

velo cidad del sonido del gas c = ( @p=@�)1=2
s = �p=� . Adem�as muestra que la presi�on

del lado 2 (presi�on p ost{cho que) est�a dada p or

p2 = � 1v

2
1 ; (32.9)

es decir, coincide con la presi�on de empuje (cf. ecuaci�on (32.2) ).

En el caso de una onda de cho que pro ducida p or una sup ernova se tiene que los puntos

geom�etricos r(t ) de la onda de cho que esf�erica que se expande sobre el medio interestelar

est�an determinados p or la ley de Newton

d

d t
(M

cap

v 2) = 4�r 2p
e�

: (32.10)

En esta ecuaci�on v 2 es la velo cidad p ost{cho que medida desde el marco de referencia de

la onda de cho que. La presi�on p
e�

es la presi�on que genera el gas p ostcho que detr�as de

la onda de cho que de tal manera que la ecuaci�on (32.10) es v�alida. Dentro de la esfera
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formada p or la onda de cho que se encuentra material de la explosi�on m�as el gas barrido

p or la onda de cho que. La masa M
cap

de esta esfera est�a dada p or M
cap

= ( 4�=3 )r3� 2, en

donde � 2 es la densidad detr�as de la onda de cho que. Desde el marco de referencia del gas,

lejos de la explosi�on, la velo cidad con que via ja la onda de cho que es v s = _r .

( i i i ) Sup oniendo que p
e�

= �p 2, con � una constante de prop orcionalidad y usando el

hecho de que v = _r , muestra que la ecuaci�on (32.10) puede escribirse como

_r = Ar 3(� - 1) : (32.11)

>Qu�e valor tiene la constante A ?

La energ��a cin�etica de la capa de gas detr�as de la onda de cho que est�a dada p or

E
k

=
1
2

M
cap

v

2
2 =

1
2

�
4�
3

r3� 1
� - 1
� + 1

�
_r2; (32.12)

y la energ��a interna U est�a dada p or

U =
p

e�

� Volumen

� - 1
=

4�
3

r3 �p 2

� - 1
: (32.13)

( iv ) Usando el hecho de que la energ��a total E es

E = const = E
k

+ U; (32.14)

demuestra que la constante A est�a relacionada a la energ��a total E mediante

A2 =
3(� - 1) E

4� (� + 1) � 1
(32.15)

y que los puntos geom�etricos r(t ) del cho que evolucionan en el tiemp o como

r = �
�

E
� 1

� 1=5

t 2=5; (32.16)

donde � es una constante. Compara este resultado con el sencillo an�alisis dimensional

hecho para obtener la ecuaci�on (32.3) .

Los remanentes de sup ernova son capaces de energetizar al medio interestelar con me-
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tales mediante la expansi�on de la onda de cho que a partir del punto explosivo. Como ya

mencionamos antes, la gran mayor��a de los elementos formados en la tierra fueron crea-

dos en explosiones sup ernova y lanzados al espacio interestelar p or alg �un remanente de

sup ernova en el pasado.

x33. Pulsares

Las estrellas de neutrones se enfr��an r�apidamente despu�es de su formaci�on debido a la

elevada emisi�on de neutrinos. Este enfriamiento se lleva acab o a partir del n �ucleo hacia

afuera. La temp eratura del n �ucleo desciende a valores . 10

11

K en � 10

3

a ~nos y la temp era-

tura de la sup er�cie alcanza valores � 10

6

K. El radio de estos ob jetos es tan p eque ~no que

la luminosidad emitida es demasiado p eque ~na como para ser detectada en la tierra. Esta

emisi�on es predominantemente en el extremo ultra violeta (EUV) y es absorbida mediante

absorci�on foto el�ectrica p or el hidr�ogeno que se encuentra en el plano de la galaxia. Por

esta raz�on el 
ujo observado en la tierra es excesivamente p eque ~no. A la fecha no existe

una clara evidencia de radiaci�on t�ermica (cuerp o negro) proveniente de una estrella de

neutrones.

Los mo delos de estrellas de neutrones fueron realizados primeramente p or el Sovi�etico

Landau y el norte{americano Zwicky en la d�ecada de los a ~nos 1930's. Sin embargo, no fue

sino hasta la d�ecada de los 1960's que gracias a los sat�elites de rayos{X cuando se identi-

�caron a ciertas fuentes como estrellas de neutrones. De hecho, Zwicky y Bade predijeron

que en el remanente de sup ernova de la nebulosa del cangrejo deb er��a encontrarse una

estrella de neutrones en su interior.

Las estrellas de neutrones fueron descubiertas de manera indirecta p or Bell y Hewish

del Lab oratorio Cavendish de la Universidad de Cambridge. Al construir un detector en

radio para captar centelleos velo ces en diversas emisiones en radio provenientes del cielo,

se dieron cuenta que exist��an algunas fuentes p eque ~nas que emit��an radiaci�on en radio de

manera p eri�odica. Esta p erio dicidad es del orden de 1 s y p osee una precisi�on extraordi-

naria. Estos ob jetos fueron inmediatamente nombrados pulsares . Los pulsares cono cidos

tienen p erio dos P en el intervalo 1 :6 � s . P . 5 s . Este p erio do se incrementa lentamente

como funci�on del tiemp o y en o casiones tiene 
uctuaciones muy p eque ~nas (llamados \glit-

ches" que se deb en a temblores internos en la estructura de la estrella). Debido a la gran
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precisi�on de su p erio do, los pulsares resultan ser relo jes excelentes

y
.

La manera en la que Bell y Hewish identi�caron a los pulsares como estrellas de neu-

trones fue la siguiente. Ellos imaginaron a un ob jeto compacto (digamos una estrella) que

rotaba. Entonces utilizando el hecho de que para que una estrella pueda rotar necesaria-

mente se tiene que la aceleraci�on centr��fuga ( 
 2R), con 
 la velo cidad angular, deb e ser

. que la aceleraci�on de atracci�on gravitacional ( GM=R2
) y p or lo tanto


 2 .
GM
R3 � G�: (33.1)

De aqu�� que para ob jetos con p erio dos P < 1 s se obtenga que � � 10

10

kg m

- 3

y as�� el

ob jeto queda identi�cado como una estrella de neutrones en rotaci�on.

El mo delo m�as preciso que se tiene de un pulsar fue descrito p or Gold y se re�ere a que

un pulsar es una estrella de neutrones magnetizada en rotaci�on. Para esto se considera una

estrella que gira con una frecuencia angular 
 y que tiene un momento bip olar magn�etico

pm y un camp o magn�etico Bp sobre el eje del dip olo como muestra la Figura V.3. El eje

del dip olo magn�etico hace un �angulo � con resp ecto al eje de rotaci�on. De esta manera,

la p erdida de energ��a de rotaci�on (la p otencia) - d E
rot

=d t := P puede calcularse de la

siguiente manera. Debido a que el camp o magn�etico est�a amarrado con la estrella y p or lo

tanto gira con la rotaci�on de la misma, entonces existe un radio m�aximo Rc hasta el cual

la velo cidad de corrotaci�on de una part��cula alcanza la velo cidad de la luz. Este radio es

claramente Rc = c=
 . Si sup onemos que el camp o hasta esta p osici�on est�a determinado

p or un dip olo, entonces debido a que el momento bip olar magn�etico pm est�a dado p or

pm =
2�
� 0

BpR3; (33.2)

para un dip olo magn�etico, entonces Bc � Bp(R=Rc)3
. Por otra parte, la densidad de energ��a

magn�etica tiene el valor B2=� 0 y as�� se obtiene

y
De hecho los pulsares resultan ser los mejores lab oratorios para p oner a prueba la teor��a relativista

de la gravitaci�on propuesta p or Einstein. Esto debido a que para hacer exp erimentos en la teor��a de la

relatividad general se requiere un buen relo j (pulsar) dentro de un camp o gravitacional fuerte (pro ducido

p or el mismo pulsar).
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P �
Energ��a

tiemp o

= Densidad de energ��a � Volumen � frecuencia

�
B2

pR6
 4

� 0c3 :
(33.3)

Tarea 11
En el caso de un dip olo magn�etico la p otencia P est�a dada p or la f�ormula de Larmour

P =
� 0

6c3 j •pm j2; (33.4)

en donde pm es el momento bip olar magn�etico cuya magnitud est�a dado p or la ecua-

ci�on (33.2) . En el caso de un pulsar, como lo muestra la Figura V.3 , se obtiene que

pm = pm0

 2

sin � con pm0
= pm0 ez . Adem�as, en el caso de un dip olo magn�etico, la

intensidad del camp o magn�etico B est�a dada p or

B =
� 0pm0

4�r 3 f2 cos � er + sin � e � g: (33.5)

( i ) Calcula el valor del camp o magn�etico Bp en el p olo, i.e. cuando � = 0, y de aqu�� mues-

tra que la p otencia de radiaci�on de un pulsar est�a dada p or

P = -
d E

rot

d t
=

2�
3c3� 0

B2
pR6
 4

sin

2 �; (33.6)

(compara esta ecuaci�on con la igualdad (33.3) ) en donde la E
rot

representa la p�erdida

de energ��a p or rotaci�on que para el caso de un cuerp o r��gido esf�erico est�a dada p or

E
rot

=
1
2

I
 2; (33.7)

con I el momento de inercia del pulsar.

( i i ) Muestra utilizando el inciso anterior, o de alguna otra manera, que debido a que

P > 0 entonces la velo cidad de rotaci�on del pulsar disminuye debido a la p�erdida de

energ��a rotacional, en completo acuerdo con las observaciones.
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�

Haz de radiaci�on

Haz de radiaci�on

L��neas de camp o magn�etico

L��neas de camp o magn�etico

Figura V.3: Mo delo de una estrella de neutrones magnetizada en rotaci�on, denominada

pulsar. Una estrella de neutrones con radio � 10 km gira con velo cidad angular 
 alrededor

de un eje determinado. Existe un dip olo magn�etico cuyo eje hace un �angulo � con resp ecto

al eje de rotaci�on. El haz de radiaci�on electromagn�etica es lanzado sobre el eje del dip olo

y p or lo tanto, mientras la estrella rota, un observador lejano ve pulsos de radiaci�on con

una frecuencia bien establecida.
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( i i i ) El tiemp o caracter��stico � que tarda una estrella de neutrones en reducir su p erio do

de pulsaci�on est�a dado p or � := - 
= _
 . Muestra que

� =
3Ic3� 0

2�B 2
pR6

sin

2 �
 2
(33.8)

El mo delo del dip olo magn�etico para una estrella de neutrones puede ser puesto a

prueba observacional utilizando el ��ndice de ruptura n que est�a de�nido mediante la

relaci�on

_
 / - 
 n
, y p or lo tanto

n = -

 •


_
 2
= 3: (33.9)

En el caso de la nebulosa del cangrejo el valor de este ��ndice es de � 2:5.

�

Unicamente algunos pulsares est�an aso ciados con remanentes de sup ernovas. Las razo-

nes son diversas, p ero puede deb erse a que la sup ernova sea de tip o I o a que el pulsar

tenga movimientos que impidan su observaci�on, o a que en vez de un pulsar se forme un

agujero negro o p or �ultimo a que la radiaci�on pulsante no atraviese a la tierra.

x34. L��mite de Eddington

En ciertos fen�omenos astrof��sicos la radiaci�on pro ducida p or 
ujos de fotones es capaz

de balancear a la fuerza gravitacional. El caso m�as sencillo es el de una estrella sop ortada

�unicamente p or presi�on de radiaci�on como vimos en la secci�on x 28. Si se considera que el

gas est�a totalmente ionizado, entonces la presi�on ejercida p or la radiaci�on se deb er�a a la

disp ersi�on de Thomson de la radiaci�on pro ducida p or los electrones en el gas ionizado. De

cualquier forma, la venta ja de utilizar la secci�on transversal de Thomson �
T

en el problema

es que esta secci�on de �area efectiva es la menor p osible. Por lo tanto, la presi�on que se

pro ducir�a p or un 
ujo de fotones incidente en electrones (presi�on es fuerza sobre �area)

ser�a la m�axima p osible.

La fuerza F que ejerce el 
ujo de fotones f (n �umero de fotones p or unidad de �area p or

unidad de tiemp o) sobre los electrones del plasma est�a dada p or F = �
T

f p . Aqu��, p = h�= c

es el momento que imparte cada fot�on con frecuencia � al �area efectiva de interacci�on

�
T

. El 
ujo de fotones a una distancia r de la fuente est�a dado p or (cf. ecuaci�on (6.1) )
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f = L=4�r 2h� . Por otra parte, la fuerza gravitacional F
g

que act �ua sobre un par prot�on{

electr�on del gas es F
g

= GM (m
p

+ m
e

) =r2 � GMm
p

=r2
, en donde M es la masa del gas en

consideraci�on. La masa del prot�on y del electr�on son resp ectivamente m
p

y m
e

. La venta ja

de p oner a la masa de un prot�on en la fuerza gravitacional (en vez de la de un electr�on) es

que prop orcionar�a la m�axima fuerza gravitacional disp onible. De esta manera, al igualar

F
g

con F encontraremos el valor m�aximo que los fotones deb en realizar para contener a una

masa M .

Con lo anterior y haciendo F = F
g

se obtiene la Luminosidad de Eddington L
Edd

que

est�a dada p or

L
Edd

=
4�GMm

p

c
�

T

� 1031 M
M �

W : (34.1)

Esta luminosidad representa la luminosidad m�axima que un ob jeto puede tener para que

exista un equilibrio entre fuerzas de radiaci�on y fuerzas de gravitaci�on. Si la luminosidad

de Eddington es excedida el ob jeto gravitacional es inestable y tiende a desp edazarse. Lo

maravilloso de la luminosidad de Eddington es que �unicamente dep ende de la masa del

ob jeto. Por esta raz�on y utilizando la relaci�on de masa{luminosidad, descrita en la secci�on

x 28, es p osible obtener una cota sup erior para la masa de una estrella de � 100M� como

se mencion�o en la secci�on x 29.

x35. Transferencia de masa

Como ya hemos mencionado, alrededor del 70 % de las estrellas en la galaxia se en-

cuentran en sistemas binarios. Para facilitar las observaciones se de�ne la inclinaci�on de

la �orbita como el �angulo i tal que si la �orbita de un ob jeto se encuentra contenida en el

plano del cielo, entonces i = 0. En cualquier otro caso i 6= 0.

Dos estrellas de masas m1 y m2 orbitan alrededor del centro de masa del sistema.

Medido en alg �un sistema de referencia el centro de masa r
cm

est�a dado p or r
cm

= ( m1r 1 +

m2r 2)=(m1 + m2) . Los radio vectores de las masas m1 y m2 est�an dados p or r 1 y r 2 . Si

escogemos al centro de masa como el origen, entonces m1r 1+ m2r 2 = 0. Es costumbre de�nir

el radio vector r := r 1 - r 2. As�� r 1 = - � r =m1 y r 2 = � r =m2 , con � = m1m2=(m1 + m2 la

masa reducida del sistema (cf. secci�on x 6). Adem�as si a1 y a2 son los semiejes mayores
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de las resp ectivas �orbitas del sistema con fo co en el centro de masa, entonces a1 + a2 = a .

Aqu�� a representa el semieje mayor de la elipse pro ducida p or el radiovector r . De esta

manera, la ley de Kepler para el sistema es

G (m1 + m2) P2 = 4� 2a3; (35.1)

en donde P es el p erio do de la �orbita. Sup ongamos que las velo cidades orbitales K1 :=

v 1 cos i y K2 := v 2 cos i de ambas masas pueden ser medidas, ya sea p or efecto Doppler,

cambios esp ectrales o pulsaci�on del p erio do de la �orbita (en el caso de un pulsar). En el

caso de que i = 0 entonces, como el momento total con resp ecto al centro de masa es cero,

se obtiene que

v 1 cos i
v 2 cos i

=
v 1

v 2
=

r2

r1
=

m2

m1
:

En otras palabras, la raz�on de masa m2=m1 es una cantidad observada. En el caso de que

las �orbitas sean m�as o menos circulares y que i 6= 0, entonces las velo cidades orbitales

est�an dadas p or

K1 :=
2�
P

a1 sin i; K 2 :=
2�
P

a2 sin i: (35.2)

Utilizando la ecuaci�on (35.1) , la ley de Kepler (35.1) implica que los factor de masa f 1 y

f 2 est�en determinados p or

f 1;2 :=
PK3

1;2

2�G
=

(m2;1 sin i )3

(m1 + m2)2 : (35.3)

De esta manera, como f 1=f 2 = ( K1=K2)3 = ( m2=m1)3
entonces si se cono ce el co ciente

K1=K2 se puede determinar la fracci�on de masa m2=m1.

La paradoja de Algol paradoja!de Algol dio lugar al descubrimiento del primer siste-

ma binario donde o curr��a transferencia de masa de una estrella a otra. La interpretaci�on

fue descrita p or Crawford en la d�ecada de los 1960's. A principios del siglo XIX J. Go o-

dricke descubri�o que la estrella brillante a simple vista Algol ( � Per) es eclipsada p or su

compa ~nera cada 2.9 d��as. La estrella brillante es una estrella normal que quema hidr�ogeno

en su centro y tiene una masa � 4 M � . La estrella eclipsante es una estrella evolucionada

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



156 V ESTRELLAS

subgigante de � 0:8 M � . Sin embargo, como se ha mencionado, las estrellas m�as masivas,

evolucionan m�as r�apido que las estrellas menos masivas. Esto se contradice totalmente en

este sistema y a esta contradicci�on se le cono ce como la parado ja de Algol. Lo que real-

mente sucede es que primeramente la estrella m�as masiva evoluciona y se expande hasta

completar su etapa de quemado de hidr�ogeno. Durante esta etapa, la compa ~nera menos

masiva captura gravitacionalmente a la envolvente de la estrella masiva. As��, la fracci�on

de masa del sistema se invierte. Dicho de otro mo do, la estrella menos masiva al capturar

masa de la compa ~nera aumenta su masa y la estrella que originalmente ten��a menos masa,

disminuye considerablemente la misma.

Consideremos un sistema binario que �orbita alrededor de su centro de masa. Si tomamos

un sistema de referencia que rota con el sistema binario de tal manera que el origen coincida

con el centro de masa del sistema, entonces el p otencial est�a dado p or

� = - G
m1

r1
- G

m2

r2
+ 
 2r2; (35.4)

en donde 
 representa la velo cidad de rotaci�on del sistema medido desde las estrellas

�jas. El p otencial centr��fugo est�a dado p or 
 2r2
. Las sup er�cies equip otenciales est�an

gra�cadas en la Figura V.4. La sup er�cie de una estrella en este diagrama corresp onde

tambi�en a alguna sup er�cie equip otencial. De tal manera que cuando una de las estrellas

(la m�as masiva) evoluciona, entonces llega un momento en que su sup er�cie se expande

tanto que comparte l��neas equip otenciales con la otra estrella. De esta manera la estrella

que evolucion�o primero lanza su masa hacia la segunda a trav�es del punto de Lagrange

L1. Este pro ceso de transferencia de masa de una estrella a la otra se denomina 
ujo del

l�obulo de Roche . Existe tambi�en la p osibilidad de capturar masa de una estrella si una de

las estrellas p osee un viento estelar fuerte que es capturado p or la compa ~nera.

La transferencia de masa se lleva acab o generalmente de la estrella m�as masiva a la

estrella menos masiva. Cuando esto sucede, la transferencia contin �ua r�apidamente hasta

que las masas se igualan y la transferencia se vuelve m�as lenta. Como muestran las simu-

laciones num�ericas, los detalles de esta transferencia dep enden de c�omo var��a el radio de

la estrella al p erder su masa. La p erdida y transferencia de masa en un sistema binario

puede cambiar el p erio do orbital de valores tan p eque ~nos como de 100 d��as hasta valores

de unas cuantas horas.
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Figura V.4: La �gura muestra algunas sup er�cies (l��neas) equip otenciales de un sistema

binario en corrotaci�on. Se ha supuesto que la masa de la estrella que se encuentra en el

origen es de 1M � . En la p osici�on x = 1 AU se encuentra otra estrella de masa 1:5M � .

La velo cidad angular de rotaci�on del sistema es 1 a ~no

- 1

. Las distancias en la gr�a�ca est�an

medidas en unidades astron�omicas. El punto donde la curva cerrada intersecta al eje x es

el punto interno de Lagrange L1. A esta curva cerrada se le denomina el l�obulo de Ro che.

Cuando una de las estrellas en un sistema binario evoluciona para convertirse en una

enana blanca su p erio do orbital es de unas cuantas horas y el semieje mayor es menor al

radio del sol. En este caso la transferencia de masa es tan grande que el sistema genera una

variable catacl��smica . Cuando estas estrellas var��an su luminosidad �optica p or factores

de � 100 en unas cuantas semanas se denominan enanas nova .

En ciertas circunstancias, la masa que se acreta a una de las estrellas es rica en

hidr�ogeno. Debido al calentamiento generado p or la acreci�on, es p osible que el hidr�ogeno

se queme de manera explosiva. Esto genera un brillo fuerte (explosivo) y es observado en

la tierra como una nova . En el caso en que la masa expulsada p or las explosiones nova

sea menor a la masa acretada, la enana blanca puede alcanzar el l��mite de Chandrasekhar
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y generar una explosi�on sup ernova de tip o I. La energ��a termonuclear extra��da p or esta

explosi�on es su�ciente para llevar a in�nito to do el material de la estrella y p or lo tanto

no se pro duce un remanente compacto.

Cuando el ob jeto compacto resulta ser una estrella de neutrones, entonces la acreci�on

genera emisi�on de rayos{X. En efecto, la luminosidad L
grav

pro ducida p or la lib eraci�on de

energ��a gravitacional de la estrella en este caso est�a dada p or

L
grav

=
GM _M

R
= 4�R 2�T 4

sup

; (35.5)

en donde

_M es la taza de acreci�on (cantidad de masa p or unidad de tiemp o debida a la

acreci�on hacia una estrella). La temp eratura de la sup er�cie de la estrella est�a representada

p or T
sup

y el �ultimo paso en la ecuaci�on (35.5) se deb e a la ley de Boltzman (p or unidad

de tiemp o) para un cuerp o negro. En el caso de acreci�on hacia estrellas de neutrones

centrales la taza de acreci�on

_M es tan grande que llega a rebasar valores de luminosidad

solar L� . Con esto se generan temp eraturas del orden de 10

6

K que corresp onde al rango de

rayos{X. Estos ob jetos se denominan binarias de rayos{X . Cuando el ob jeto compacto

es un agujero negro es p osible pro ducir tambi�en rayos{X. Las estrellas binarias de rayos{X

est�an clasi�cadas en dos conjuntos. El primer grup o sucede cuando la compa ~nera tiene

masas & 10 M � . En este caso el sistema se denomina HMXB (High mass X-ray Binary).

El segundo grup o corresp onde a estrellas binarias de masas . 10 M � que se denomina

LMXB (Low mass X-ray Binary).

Para que se pro duzca una binaria de rayos{X se requiere que una explosi�on sup ernova

en un sistema binario haya o currido. La explosi�on sup ernova deb e hab er o currido p or la

estrella de menos masa en el sistema cuando acret�o su masa p or medio de transferencia

de masa. En el caso en que sea la estrella m�as masiva la que explote, lo que se obtiene es

una estrella que se aleja de la �orbita y un pulsar con velo cidad elevada orbitando en esta

misma.

x36. Acreci�on

El pro ceso de acreci�on o curre cuando gas o materia cae hacia un ob jeto gravitacional

compacto y se acumula sobre el mismo. Esto sucede esencialmente sobre cualquier ob jeto
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gravitacional. Sin embargo el pro ceso de acreci�on es mucho m�as e�ciente cuando el ob jeto

gravitacional central p osee una gran energ��a de amarre ( / M 2=R).

Para entender de manera simple la forma en la cual se extrae energ��a debida a los

pro cesos de acreci�on, consideremos el siguiente ejemplo. Sup ongamos que se tiene acreci�on

de materia hacia una estrella de masa M y radio R. Si la materia cae libremente sobre la

sup er�cie de la estrella desde in�nito, entonces la energ��a cin�etica que adquiere la materia

se incrementa a medida que su energ��a p otencial se vuelve m�as negativa, i.e. cuando la

distancia al centro de la estrella disminuye. En el caso de que un prot�on con masa m
p

que

cae libremente desde in�nito, la energ��a cin�etica est�a dada p or

1
2

m
p

v

2 =
GMm

p

r
; (36.1)

en donde r es la co ordenada radial medida desde el centro de la estrella y v es la velo cidad

de ca��da libre. Cuando el gas que cae alcanza el radio de la estrella r = R entonces es

desacelerado violentamente. De esta manera to da la energ��a cin�etica tiene que ser radiada

en forma de calor, lo cual pro duce radiaci�on (que llega a ser hasta radiaci�on de rayos{X en

el caso de acreci�on de gas sobre estrellas de neutrones como vimos en la secci�on x 35).

Si la taza de acreci�on (raz�on de cambio en el tiemp o a la cual se acreta masa hacia el

ob jeto central) est�a dada p or _m , entonces la taza de disipaci�on de energ��a cin�etica en la

sup er�cie de la estrella est�a dada p or _m v

2=2. De esta manera, la luminosidad de la fuente

L est�a dada p or

L =
1
2

_m v

2 =
GM _m

R
=

1
2

_mc2
• r

S

R

‹
; (36.2)

en donde el radio de Schwarzschild r
S

:= 2GM=c2
. Como veremos en el pr�oximo cap��tu-

lo, este radio es una longitud caracter��stica que aparece cuando los fen�omenos relativistas

deb en ser incluidos en las descrip ciones gravitacionales. De hecho, esto es claro utilizando

an�alisis dimensional. En efecto, cuando se consideran fen�omenos relativistas en la gravi-

taci�on para los cuales se tiene una longitud caracter��stica {como el radio de una estrella{

entonces puede formarse un par�ametro adimensional dado p or r=r
s

el cual deb e jugar

un pap el imp ortante en la descrip ci�on de to dos los fen�omenos f��sicos (cf. teorema � de

Buckingham del an�alisis dimensional).

De la ecuaci�on (36.2) se sigue que la luminosidad puede escribirse como
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L = � _mc2; (36.3)

en donde � es el factor de e�ciencia de conversi�on de energ��a en rep oso (de la masa

acretada hacia la estrella) en calor. Con el simple an�alisis aqu�� expuesto se ve que � � r
S

=2R.

En otras palabras, el factor de conversi�on de energ��a es mayor para ob jetos de menor radio

como las estrellas de neutrones. En el caso de enanas blancas � � 3 � 10- 4
y en el caso

de estrellas de neutrones � � 0:1. Para dar una idea de lo grande que es este factor de

conversi�on de energ��a, consideremos el caso de la reacci�on nuclear p{p en donde se convierte

hidr�ogeno a helio (cf. ecuaci�on (27.6) ). En este caso � � 7 � 10- 3
. De aqu�� se ve que el

fen�omeno de acreci�on hacia una estrella de neutrones es aproximadamente un orden de

magnitud m�as e�ciente en comparaci�on con la generaci�on de energ��a nuclear. Mas adelante

veremos que este factor de conversi�on de energ��a de masa en rep oso es bastante m�as grande

para el caso de agujeros negros.

La manera en la cual cae gas hacia un ob jeto gravitacional compacto puede o currir

de diversas formas. Sin embargo �unicamente se cono cen tres soluciones anal��ticas a los

problemas de acreci�on. En la acreci�on esf�erica o acreci�on de Bondi se considera un

ob jeto gravitacional compacto en rep oso sumergido dentro de un gas de extensi�on in�nita

y con temp eratura T. En la acreci�on de l��nea un cuerp o gravitacional compacto se mueve

con velo cidad v a trav�es de un gas de temp eratura despreciable. Por �ultimo, la acreci�on

de disco o curre sobre un plano debido a que el gas p osee un momento angular inicial

considerable. En to dos los casos, el movimiento t�ermico o din�amico del gas es qui�en provee

la acreci�on.

Tarea 12
Considera un ob jeto condensado (como una estrella o un agujero negro) que se encuentra

inmerso dentro de una nub e de gas mucho m�as grande que el ob jeto condensado. De esta

manera, el ob jeto \central" puede aproximarse mediante un punto, que p or como didad

p ondremos en el origen de co ordenadas. Sup ongamos que la gravedad propia del gas es

despreciable en comparaci�on con la gravedad que ejerce el ob jeto central sobre cualquier

part��cula de 
uido en la nub e. Por lo tanto, la din�amica de las part��culas de 
uido en la
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nub e de gas est�a determinada p or las condiciones iniciales y de frontera, as�� como p or la

fuerza gravitacional pro ducida p or el ob jeto central.

1. Sup oniendo que el gas en la nub e ha alcanzado un estado estacionario ( @=@t= 0) y

que este mismo ob edece una relaci�on p olitr�opica, muestra utilizando las ecuaciones

no{relativistas de continuidad y de Euler que la velo cidad v = v er , donde r es la

co ordenada radial, ob edece la siguiente ecuaci�on

1
v

‚

1 -
v

2

c2

Œ
d v

d r
= -

2
r

+
GM ?

r2c2 : (36.4)

Aqu�� hemos supuesto simetr��a esf�erica (pues el 
ujo ha alcanzado un estado estacio-

nario) y hemos escrito a la masa del ob jeto central como M ? . Este tip o de 
ujo se

denomina 
ujo de acreci�on de Bondi en honor a su creador y es uno de los problemas

m�as famosos de la astrof��sica

y
.

2. Muestra con ayuda de la ecuaci�on (36.4) , o de alguna otra manera, que una part��cula

de 
uido alcanza un valor s�onico en el punto

r
s

=
GM
2c2 : (36.5)

3. De�ne M = v =c y � = r=r
s

. Muestra entonces que

(a) Si M � 1 y � � 1 entonces M 2 � 4=� + const .

(b) Si M � 1 y � � 1 entonces M 2 � const � e- 4=�
.

(c) Si M � 1 y � � 1 entonces M 2 � 4=� 4
.

(d) Cerca del punto s�onico, cuando M = 1- � y � = 1- � ( � y � cantidades p eque ~nas)

muestra que d M= d � = � 2.

(e) Con to do esto, haz una gr�a�ca de M vs. � donde muestres las regiones s�oni-

cas, subs�onicas y sup ers�onicas. Muestra como var��a la velo cidad dentro de este

diagrama.

y
Para distancias su�cientemente alejadas del ob jeto central, la ecuaci�on (36.4) es v�alida incluso cuando

el ob jeto central es un agujero negro o una estrella de neutrones. Esto p orque la m�etrica del espacio{

tiemp o generada p or estos ob jetos resulta converger a la m�etrica Newtoniana para distancias su�cientemente

alejadas de los ob jetos que pro ducen los camp os gravitacionales.
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4. Utilizando el teorema de Bernoulli, o de cualquier otra manera, muestra que la velo-

cidad del sonido c(r
s

) evaluada en el punto s�onico est�a dada p or

c(r
s

) =
�

2
5 - 3�


 1=2

c1 ; (36.6)

en donde c1 es el valor de la velo cidad del sonido en r = 1 .

5. La taza de acreci�on

_M se de�ne como la cantidad de masa p or unidad de tiemp o que

cae al ob jeto central de masa M ? . Muestra utilizando la ecuaci�on de continuidad o

de alguna otra manera, que

_M = 4�r 2� v = const : (36.7)

De aqu�� muestra, despu�es que hayas mostrado la igualdad � � - 1(r
s

)c2
1 = � � - 1

1 c2(r
s

) ,

que para el 
ujo de acreci�on de Bondi (o acreci�on esf�erica) la taza de acreci�on est�a da-

da p or

_M =
�GM 2

?� 1

c3=2
1

�
2

5 - 3�


 (5- 3� )=(2(� - 1))

; (36.8)

donde � 1 es el valor de la la densidad evaluado lejos del ob jeto central.

Cuando el gas en la nub e in�nita de gas {la cual prop orciona la acreci�on de Bondi{

p osee una p eque ~na rotaci�on, entonces las l��neas de corriente que caen hacia el ob jeto

central resultan no ser l��neas radiales. De hecho cuando la nub e gira como un cuerp o

r��gido alrededor de un eje que pasa p or el centro de la estrella, la acreci�on se lleva acab o

m�as o menos en trayectorias parab�olicas. El fo co de la par�ab ola es la estrella y p or lo tanto,

las l��neas de corriente no terminan en la sup er�cie de la estrella como sucede en el caso de

la acreci�on esf�erica (la �unica excep ci�on es la l��nea de corriente que est�a en el eje de rotaci�on

pues cualquier part��cula de 
uido en esta regi�on carece de momento angular). En el plano

ortogonal al eje de rotaci�on y que intersecta al centro de la estrella, las l��neas de corriente

provenientes de \arriba" y \aba jo" de este plano colisionan con su contraparte sim�etrica

que viene del otro lado del plano. Las mejores simulaciones num�ericas de este fen�omeno

muestran que la comp onente ortogonal de la velo cidad a este plano se anule despu�es de

la interacci�on mediante la generaci�on de una onda de cho que pro ducida p or la colisi�on.

En otras palabras, la energ��a cin�etica de las part��culas en la direcci�on ortogonal al plano
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se termaliza (se convierte en energ��a t�ermica) y se pierde m�as tarde mediante radiaci�on.

Con esto, las part��culas de 
uido �unicamente tienen comp onentes de velo cidad dentro del

plano. Debido a que el momento angular de cada part��cula deb e conservarse a lo largo de

su trayectoria, entonces las part��culas de 
uido que ahora limitan su movimiento al plano

deb en girar alrededor del eje de rotaci�on. De esta manera se esp era que un disco de gas

que gira alrededor del eje de rotaci�on de la nub e se pro duzca (cf. Figura V.5).

Las part��culas de gas que giran en un plano, alrededor del ob jeto central tienden a

hacerlo en un disco de gas debido a la simetr��a del problema. A este ob jeto gaseoso y

masivo que es autogravitante se le denomina disco de acreci�on . El gas gira alrededor del

ob jeto central de tal forma que comienza a acretarse (caer) hacia el ob jeto central. Esto

sucede debido a que una viscosidad genera fricci�on entre las part��culas a diversos radios. De

esta manera, se transp orta momento angular a las partes m�as lejanas del disco a exp ensas

de que las part��culas sean acretadas hacia el centro del disco, donde se encuentra el ob jeto

central.

Formalmente, consideremos un disco de gas de tal manera que el gas tenga un momento

angular signi�cante. Debido a que las part��culas que se encuentran girando en distintos

radios p oseen velo cidades diferentes, se genera fricci�on o viscosidad entre las mismas. Si

sup onemos que la din�amica del gas ha alcanzado un estado estacionario ( @=@t= 0) entonces

la masa de gas formar�a una circunferencia o disco. Sup ongamos que la masa del disco M
disc

es mucho menor que la masa del ob jeto central (estrella) M . Si el disco se encuentra sobre

el plano xy entonces la condici�on de balance hidrost�atico en la comp onente z est�a dada

p or (cf. ecuaci�on (24.1) )

@p
@z

= - G
M� cos �

r2 ; (36.9)

en donde el �angulo � es el �angulo p olar y r la co ordenada radial. Debido a que cos � � z=r

y como @p=@z� p=Z , en donde Z es aproximadamente la altura del del disco, entonces la

condici�on de la ecuaci�on (36.9) toma la forma

p
Z

= - G
M� sin �

r2 : (36.10)

El gas que gira en el disco, �orbita r�apidamente y tiene una comp onente radial hacia el

ob jeto condensado muy p eque ~na. Por esta raz�on es v�alido p ensar que cada part��cula de
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Figura V.5: Lineas de corriente pro ducidas p or la atracci�on gravitacional hacia un ob jeto

central condensado que se encuentra en el origen de co ordenadas. El gas que ro dea a la nub e

es considerado in�nitamente extenso y p osee un momento angular esp ec���co (momento

angular p or unidad de masa) alrededor del eje z dado p or � 1 � 1. El plano mostrado en la

�gura corresp onde a un �angulo azimutal ' = const. Cada l��nea de corriente colisiona con su

contraparte sim�etrica en el plano xy . Esto pro duce una termalizaci�on de la comp onente

de velo cidad en direcci�on ortogonal al plano y p or lo tanto las part��culas de 
uido se

quedan rotando (p or conservaci�on de momento angular) alrededor del eje z en un disco

de acreci�on. En la �gura, las distancias est�an medidas en unidades del radio del disco. De

esta manera, la proyecci�on del disco en el plano ' = const corresp onde a la l��nea que va

de - 1 a + 1 en el eje horizontal. En la �gura R2 = x2 + y2
.
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uido p osee una �orbita Kepleriana alrededor del ob jeto central. Por lo tanto, cada part��cula

de gas se encuentra cercanamente en un equilibrio centr��fugo, es decir, v

2
' =r = GM=r 2

en donde v ' es la comp onente de la velo cidad en la direcci�on azimutal. Con esto, la

ecuaci�on (36.10) queda como

Z
r

�
1

v '

r
p
�

�
c

v '
=

1
M

; (36.11)

en donde c =
È

(�p=� ) es la velo cidad del sonido y M := v =c � v ' =c es el n �umero de

Mach del gas en el disco de acreci�on. De la ecuaci�on (36.11) se ve que cuando el 
ujo es

altamente sup ers�onico (i.e. M � 1) entonces el disco es un disco delgado . F��sicamente

esto quiere decir que los gradientes de presi�on no son lo su�cientemente grandes como

para que el disco se haga \ancho". Los discos de acreci�on alrededor de estrellas suelen

ob edecer las propiedades de discos delgados. Por esta raz�on en lo que resta de esta secci�on

nos dedicaremos al estudio de discos de acreci�on delgados.

En el caso de un 
uido ideal (i.e. un 
uido donde no existe disipaci�on p or viscosidad

o calor) no{relativista, la ecuaci�on de movimiento del 
uido est�a dada p or la ecuaci�on

de Euler(22.3) . Esta ecuaci�on puede transformarse a una forma de ecuaci�on de conser-

vaci�on con ayuda de la ecuaci�on de continuidad (22.2) . En efecto, utilizando las ecua-

ciones (22.2) -(22.3) se obtiene que @(� v � )=@t= �@v � =@t+ v � @�=@t= - � v � @v � =@x� -

@p=@x� - v � @(� v � )=@x� con lo cual

@�v �

@t
+

@���
@x�

= 0; (36.12)

en donde � �� es el tensor de densidad de 
ujo de momento y est�a dado p or

y

y
Para entender el signi�cado del tensor � �� integremos a la ecuaci�on (36.12) sobre un volumen y

apliquemos el teorema de la divergencia, obteniendo as��

@
@t

Z
� v � d V = -

Z
@���
@x�

d V = - 	
Z

� �� d a � : (36.13)

El lado izquierdo de la ecuaci�on (36.13) representa la taza de cambio de la comp onente � {�esima del momento

contenido dentro del volumen en consideraci�on. Necesariamente el lado derecho de esta ecuaci�on deb e ser la

cantidad de momento que 
uye hacia afuera a trav�es de la sup er�cie frontera p or unidad de tiemp o. As��, la

cantidad � �� d a � es la � {�esima comp onente del momento que 
uye a trav�es del elemento de sup er�cie d a .

Si escribimos d a � = n � d a , donde n̂ es un vector unitario en la direcci�on del elemento de �area d a entonces

el vector

� �� n � = pn � + � v � v � n � : (36.14)
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� �� := � v � v � + p� �� : (36.15)

Otra forma de obtener la ecuaci�on (36.12) es utilizando las comp onentes espaciales de la

ecuaci�on (19.6) y tomar los l��mites Newtonianos cuando c ! 1 como se muestran en la

relaci�on (22.1) .

Cuando la viscosidad juega un pap el imp ortante en el movimiento de un 
uido es

necesario mo di�car el tensor de 
ujo de momento � �� , dado p or la ecuaci�on (36.15) , p or

el tensor � �� = p� �� + � v � v � - � 0
�� = - � �� + � v � v � , en donde � �� = - p� �� + � 0

�� es el

tensor de esfuerzos y � 0
�� es el tensor de esfuerzos viscoso. En su forma m�as general, este

tensor est�a dado p or

� 0
�� = �

‚
@v �

@x�
+

@v �

@x�
-

2
3

� ��
@v �

@x�

Œ

+ �� ��
@v �

@x�
; (36.16)

en donde los co e�cientes � y � no dep enden de la velo cidad. En la ecuaci�on (36.16) , � y �

representan el coe�ciente de viscosidad (o viscosidad din�amica ) y la segunda viscosidad

resp ectivamente.

Para entender de manera m�as simple a la viscosidad, consideremos el siguiente ejemplo

de 
ujo unidimensional. Sup ongamos que se tiene un 
uido unidimensional que se mueve

en la direcci�on ey y p or lo tanto su velo cidad est�a dada p or v = v ey . Utilizando las

ecuaciones (36.15) y (36.16) se tiene que el 
ujo de momento transmitido en la direcci�on

ex est�a dado p or

� = - �
d v

d x
: (36.17)

Consideremos ahora un 
ujo en dos dimensiones que gira alrededor del eje z con una

velo cidad angular 
 = _' , como el gas que gira alrededor de un ob jeto condensado forman-

do un disco de acreci�on. En este caso el tensor de esfuerzos viscoso est�a dado p or los dos

primeros t�erminos del lado derecho de la ecuaci�on (36.16) , con �; � = 1; 2. Las co ordenadas

m�as apropiadas para describir este 
ujo son co ordenadas p olares ( r; ' ), que est�an relacio-

nadas con las co ordenadas cartesianas mediante las relaciones x = r cos ' , y = r sin ' . De

representa el 
ujo de la � {�esima comp onente del momento p or unidad de �area. De esta manera el tensor

� �� representa la � {�esima comp onente de la cantidad de momento que 
uye p or unidad de tiemp o, p or

unidad de �area p erp endicular al eje x� .
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esta manera, debido a que la velo cidad v = e � d x� =d t , entonces v x = v r cos � - v ' sin ' y

v y = v r sin ' + v ' cos ' . En el caso de un disco de acreci�on es claro que se tiene simetr��a

axisim�etrica, es decir, to das las cantidades hidro din�amicas se ven iguales para cualquier

�angulo ' . Por como didad elijamos entonces ' = 0. De aqu�� se sigue entonces que la

comp onente del tensor de esfuerzo viscoso � 0
r' = � 0

'r = � 0
xy j' = 0. Esto es debido a que

ax(' = 0) = ar y ay (' = 0) = a ' para to do vector a = axex + ayey = arer + a ' e ' . Con

to do esto y y utilizando la regla de la cadena, el esfuerzo viscoso � 0
'r (i.e. la cantidad de

momento en la direcci�on ' p or unidad de �area p or unidad de tiemp o transmitida a trav�es

de un �area ortogonal a er debida a las fuerzas viscosas) est�a dado p or

� 0
xy

�
�
�
�
�
�
' = 0

= � 0
'r = �

�
@v x

@y
+

@v y

@x


 �
�
�
�
�
�
' = 0

= �
�

-
v '

r
+

@v '

@r



= �r

@

@r

; (36.18)

en donde 
 := _' es la velo cidad angular. En el caso en que 
 = const , entonces el disco

de acreci�on rota como un cuerp o r��gido y p or lo tanto no hay transferencia de momento

de las partes centrales hacia las partes exteriores del disco.

Consideremos nuevamente un anillo de disco con esp esor Z . De esta manera, la torca �

que act �ua sobre la secci�on interna de este anillo lo calizado a una distancia r est�a dada p or

� (r) = 2�r � Z � r � �r
@

@r

: (36.19)

La torca � (r + d r) que act �ua sobre la secci�on externa del �area del anillo que se encuentra

a una distancia r + d r es

� (r + d r) � � (r) +
@�(r)

@r
d r: (36.20)

Con esto se sigue que la torca neta que act �ua sobre el anillo est�a dada p or

@L

@t
= � (r + d r) - � (r) = 2��Z

@
@r

�
r3 @


@r

�
d r; (36.21)

en donde L = �



(r + d r)2 - r2
�

� Z � � v ' � 2�r 2Z� v ' d r es el momento angular del

anillo. De aqu�� que
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@v '

@t
=

�
r2

@
@r

�
r3 @

@r

•
v '

r

‹ 

; (36.22)

en donde � := �=� es la viscosidad cinem�atica . Esta relaci�on es sumamente imp ortan-

te pues implica que la velo cidad angular v ' es una funci�on de la p osici�on r , del tiemp o

t y de la viscosidad cinem�atica � . Dicho de otra forma, la estructura del disco dep ende

fuertemente de la viscosidad. Para tener una idea cualitativa de la viscosidad cinem�atica,

calculemos el n �umero de Reynolds R := L2=�T = V L=� , en donde L , T y V son par�ame-

tros caracter��sticos del problema cuyas dimensiones son de longitud, tiemp o y velo cidad

resp ectivamente. Cuando R � 1 entonces la viscosidad juega un pap el imp ortante en la

descrip ci�on din�amica del 
uido. Cuando R � 1, la viscosidad es despreciable (esto sucede

claramente para un 
ujo altamente sup ers�onico). Cuando R � 103
, el 
ujo es turbulen-

to. Resulta que para el caso de discos de acreci�on en astrof��sica el n �umero de Reynolds

R � 1012
. Este resultado implica que el 
ujo en un disco de acreci�on es severamente turbu-

lento. Adem�as, la viscosidad ordinaria que pueda estar aso ciada a de
exiones de part��culas

cargadas en el plasma no es la causante de la estructura del disco. De hecho, la existencia

de turbulencia en el disco genera una viscosidad turbulenta ! que b�asicamente tiene to das

las funciones de la viscosidad normal p ero el transp orte de momento se lleva acab o gracias

al movimiento de p eque ~nos v�ortices en el plasma. Por si esto no fuera su�ciente compli-

caci�on, es excesivamente probable que exista un camp o magn�etico amarrado al disco de

acreci�on y p or lo tanto exista entonces una turbulencia magnetohidro din�amica. De hecho,

los estudios llevados hasta ahora parecen indicar que en efecto, la viscosidad pro ducida se

deb e a la inestabilidad rotacional magnetohidro din�amica.

En la d�ecada de los 1970's, Sunayev y Shakura se dieron cuenta de to das estas com-

plicaciones que aparecen en los discos de acreci�on. Para hacer a un lado estos problemas,

ellos intro dujeron de manera emp��rica una relaci�on para la viscosidad turbulenta � que

est�a dada p or

� = �c
s

Z; (36.23)

en donde c
s

es la velo cidad del sonido en el plasma y � es una constante de prop orcionali-
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dad

y
. Debido a que los p eque ~nos v�ortices turbulentos deb en tener dimensiones menores al

esp esor del disco Z y como las velo cidades de rotaci�on de los mismos deb en ser menores a

la velo cidad del sonido, entonces a primera aproximaci�on uno esp era que � � 1.

La venta ja de tener un mecanismo para escribir la viscosidad como en la ecuaci�on (36.23)

es que, como veremos en un momento, se pueden encontrar soluciones anal��ticas para la

estructura de los discos de acreci�on delgados (i.e. cuando Z � R, con R el radio del dis-

co). Cuando un disco de acreci�on delgado es descrito mediante un �unico par�ametro � que

ob edece a la receta (36.23) se dice que el disco es un disco{ � .

Debido al pro ceso de acreci�on existe materia que cae lentamente hacia el ob jeto central

con una velo cidad v r . Si consideramos que la acreci�on se lleva de manera estacionaria

( @=@t= 0) entonces la ecuaci�on de continuidad implica que la taza de acreci�on _m :=

d m= d t es una contante. En efecto, consideremos un anillo del disco de acreci�on cuyo esp esor

est�a dado p or d r = v r d t . El volumen de este anillo est�a dado p or d V = d r �
R

d z� r
R2�

0 d ' .

De aqu�� que la taza de acreci�on est�e dada p or

_m = 2�r v r �; (36.24)

en donde la densidad super�cial � (masa p or unidad de �area) est�a de�nida como

� :=
Z

� d z: (36.25)

Para mostrar que la cantidad _m que se muestra en la ecuaci�on (36.24) es constante, to-

memos la ecuaci�on de continuidad para el caso estacionario e integremosla a lo largo del

volumen acotado p or el anillo del disco cuyo esp esor es d r . De esta manera y como la

velo cidad es �unicamente radial, entonces al utilizar el teorema de la divergencia se obtiene

que

	
R

� v � d a =
R

1 � v r d ar -
R

2 � v r d ar = 0, en donde d ar es la sup er�cie del anillo que es

ortogonal a la sup er�cie del disco de acreci�on y los sub��ndices 1 y 2 etiquetan a las dos su-

p er�cies del anillo que satisfacen esta propiedad. De aqu�� se sigue que la cantidad � v r d ar

es una constante para el 
ujo de acreci�on. Debido a que d ar = d z � r
R2�

0 d ' , entonces

queda demostrado que la cantidad _m es una constante.

Calculemos ahora la torca � que act �ua sobre una sup er�cie cil��ndrica del disco de

y
Hoy en d��a, puede mostrarse que la ecuaci�on (36.23) es una consecuencia natural de la turbulencia

magnetohidro din�amica.
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acreci�on a una distancia r del origen. De acuerdo a la ecuaci�on (36.19) , es claro que la

torca sobre esta �area est�a dada p or

� (r) = 2�r 3�
d 


d r

Z
� d z = 2�r 3��

d 

d r

: (36.26)

y la integral es tomada desde la parte inferior del disco hasta su parte sup erior.

Por otra parte, el momento angular p or unidad de tiemp o que 
uye a trav�es de la

sup er�cie p erp endicular al radio r est�a dada p or

_m v ' r = 2�r 3� v r 
: (36.27)

Si consideramos un anillo de disco con esp esor d r entonces el momento angular p or unidad

de tiemp o que 
uye a trav�es de la sup er�cie ortogonal al radio r + d r est�a dado p or

( _m v ' r)

�
�
�
�
�
�
r+ �r

=
€
2�r 3� v r 


Š
�
�
�
�
�
�
r+ �r

� 2�r 3� v r 
 + 2�
@
@r

€
r3� v r 


Š
� r : (36.28)

De las ecuaciones (36.27) -(36.28) se sigue que el cambio de momento angular p or unidad

de tiemp o � L est�a dado p or

� L = ( _m v ' r)

�
�
�
�
�
�
r+ �r

- _m v ' r = 2��r
@
@r

€
r3� v r 


Š
: (36.29)

La torca total que act �ua sobre el anillo est�a dada p or � (r + �r ) - � (r) . Igualando esto

con la ecuaci�on (36.29) y utilizando la igualdad (36.20) , se obtiene que

d �
d r

= 2�
d

d r

€
r3� v r 


Š
: (36.30)

Por lo tanto, y con ayuda de la ecuaci�on (36.26) se obtiene que

��
d 


d r
= � v r 
 +

C
2�r 3 ; (36.31)

en donde C es una constante de integraci�on. Para encontrar el valor de esta constante,

notemos que justo en el b orde interior del disco, la velo cidad de rotaci�on es justamente la
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velo cidad de rotaci�on de la estrella. Como el material en la estrella gira como un cuerp o

r��gido entonces d 
= d r = 0 justo en la frontera entre el disco y la estrella. De aqu�� que el

valor de la constante C este dado p or

C = - 2�
€
r3� v r 


Š
�
�
�
�
�
�
r?

; (36.32)

en donde r? representa el radio de la estrella. Justo a esta distancia, como sucede a cualquier

otra distancia en el disco, la velo cidad de rotaci�on de una part��cula de 
uido es casi

Kepleriana y p or lo tanto 
 2 = GM ?=r3
, con M ? la masa de la estrella central. Con esto

y utilizando la ecuaci�on (36.24) se obtiene que

C = - _m
È

GM ?r?; (36.33)

y p or lo tanto la constante C representa la taza de transferencia de momento angular en

la sup er�cie de la estrella.

Sustituyendo la ecuaci�on (36.33) en la igualdad (36.31) se obtiene que

�� =
_m

3�

�
1 -

• r?

r

‹ 1=2



: (36.34)

Por otra parte, en el caso de 
uidos incompresibles (i.e. div v = 0), la taza de disipaci�on

de energ��a cin�etica

_E
cin

(p�erdida de energ��a cin�etica p or unidad de tiemp o) debida a fuerzas

viscosas que act �uan en un volumen �jo V de 
uido est�a dada p or la integral

_E
cin

=
@E

cin

@t
= -

1
2

Z
�

‚
@v �

@x�
+

@v �

@x�

Œ2

d V = -
Z

� d V r2
�

@

@r

� 2

; (36.35)

en donde el �ultimo paso en la ecuaci�on (36.35) se obtiene escribiendo la velo cidad de la

part��cula de 
uido en cuesti�on escrita en co ordenadas circulares sup oniendo que el 
ujo

tiene simetr��a radial, es decir @=@'= 0, y que la velo cidad radial v r = _r = 0. Ahora bien,

debido a que d V = r d ' d z para el disco de acreci�on, entonces la luminosidad L del disco

(i.e. la energ��a ganada p or la p�erdida de energ��a cin�etica en el gas) est�a dada p or

L = -
@E

cin

@t
= �

Z1

r?

Z2�

0

Z
�r 2

�
d 


d r

� 2

r d r d ' d z = 2��
Z1

r?

r3�
�

d 

d r

� 2

d r: (36.36)
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172 V ESTRELLAS

Sustituyendo la relaci�on (36.34) en la ecuaci�on (36.36) y teniendo en cuenta que las �orbitas

de cada part��cula de 
uido en el disco son Keplerianas se obtiene que

L =
3G _mM ?

2

Z1

r?

�
1 -

• r?

r

‹ 1=2



d r
r2 =

G _mM ?

2r?
: (36.37)

Si sup onemos que to da la energ��a t�ermica generada p or las fuerzas viscosas se pierde

debido a fen�omenos radiativos, entonces la luminosidad de radiaci�on del disco est�a dada

justamente p or la ecuaci�on (36.37) . Este resultado es sumamente imp ortante. Una part��cula

de 
uido que es acretada hacia el ob jeto central pasa p or una serie de �orbitas Keplerianas,

quedando amarrada en cada una de estas. La energ��a de amarre que necesita la part��cula

para establecerse en cada una de estas �orbitas es justamente la mitad de la energ��a p otencial

de la part��cula evaluada en el radio corresp ondiente a la �orbita

y
. Entonces la part��cula de


uido necesita disipar (mediante radiaci�on) la mitad de su energ��a p otencial para p o der

establecerse en cada una de estas �orbitas Keplerianas. Esta energ��a disipada es la fuente

de luminosidad en un disco de acreci�on. Justo cuando la part��cula se ha establecido en la

sup er�cie de la estrella central, se ha lib erado la mitad de su energ��a gravitacional. Si la

part��cula de 
uido es llevada al rep oso en la sup er�cie de la estrella entonces es necesario

que la otra mitad de la energ��a p otencial sea lib erada totalmente. En otras palabras, la

frontera de la estrella es una fuente de luminosidad tan p o derosa como el disco de acreci�on

completo.

Consideremos nuevamente el anillo de esp esor �r . De la ecuaci�on (36.37) se sigue que

la luminosidad pro ducida p or este anillo lo calizado en la p osici�on r est�a dada p or

L =
3G _mM ?

2r2

�
1 -

• r?

r

‹ 1=2



�r: (36.38)

Esta luminosidad es un p o co m�as que s�olo la energ��a de amarre gravitacional que se pro duce

cuando una part��cula de 
uido se mueve de la p osici�on r + �r a la p osici�on r . En efecto,

utilizando la ecuaci�on (25.6) es claro que como d m = � d V entonces la taza de energ��a

gravitacional

_W est�a dada p or

_W = - GM ? _m=2r . De tal manera que la taza de energ��a

de amarre gravitacional evaluada en la p osici�on r + �r est�a dada p or � - GM ? _m=2r +

y
Esto es claro pues la energ��a total de una part��cula es E

tot

= m v

2=2 - GM ? m=r2
. As��, para �orbitas

Keplerianas la aceleraci�on centr��fuga se balancea con las fuerzas gravitacionales, i.e. m v

2=r = GM ?m=r2
.

Con esto se obtiene que una part��cula en una �orbita Kepleriana tiene una energ��a total E
tot

= - GM ?m=2r .
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x36 ACRECI �ON 173

GM ? _m�r=2r 2
. Con esto se obtiene que la taza de energ��a de amarre lib erada p or una

part��cula al moverse de la p osici�on r + �r a la p osici�on r est�a dada p or G _mM ?�r=r 2
.

La diferencia entre esta cantidad y la ecuaci�on (36.38) representa la energ��a aso ciada al

momento angular que es transp ortado de la p osici�on r a la p osici�on r + �r .

Con to do esto se sigue que a p esar de que la energ��a total lib erada p or una part��cula

que alcanza el radio de la estrella es la mitad de la energ��a p otencial, la taza de disipaci�on

de energ��a est�a dada p or la taza de p erdida de energ��a debida al transp orte de momento

angular hacia afuera del disco y a la lib eraci�on de energ��a gravitacional. Para ejempli�car

esto, tomemos el l��mite cuando r � r? en la ecuaci�on (36.38) para obtener as��

L(r) =
3G _mM ?

2r2 �r: (36.39)

Esta cantidad es tres veces la taza de energ��a necesaria para amarrar a una part��cula que

se desplaza de r + �r a la p osici�on r .

Lo m�as imp ortante en to da la discusi�on para discos{ � es que la luminosidad no dep ende

de la viscosidad � . Este hecho es justamente lo que da b elleza al mo delo propuesto p or

Shakura y Sunayev.
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Cap��tulo VI

Relatividad General

Ba jo ciertas circunstancias es necesario que los efectos relativistas deban ser tomados

en cuenta en el estudio de fen�omenos gravitacionale s. Esto sucede cuando los camp os

gravitacionales son capaces de acelerar a part��culas de prueba a velo cidades cercanas a la

de la luz. En efecto, consideremos una masa de prueba m que orbita alrededor de una

masa central M . En gravitaci�on Newtoniana esto signi�ca que la fuerza centr��fuga m v

2=r

deb e ser igual a la fuerza gravitacional GMm=r 2
. Aqu��, r representa la distancia entre las

dos masas y v es la velo cidad azimutal de la part��cula de prueba alrededor de la masa

M . Los efectos relativistas en el camp o gravitacional deb en ser tomados en cuenta cuando

la velo cidad v � c, o bien cuando GM=r c2 � 1. De�namos el par�ametro gravitacional

� := 2GM=r c2
. De esta manera, cualquier fen�omeno gravitacional que satisfaga la condici�on

de que � � 1, requiere de una teor��a relativista de la gravitaci�on para su descrip ci�on. El

par�ametro gravitacional � tiene los siguientes valores para distintos ob jetos astron�omicos:

( i ) Sup er�cie terrestre: �
tierra

� 1:4 � 10- 18
.

( i i ) Sup er�cie del sol: � � = 4 � 10- 6
.

( i i i ) Sup er�cie de enana blanca: �
EB

� 5 � 10- 4
.

( iv ) Sup er�cie de estrella de neutrones: �
EN

� 0:3.

( v ) El universo como un to do: �
U

� 0:1 - 1.
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Esto muestra que el camp o gravitacional alrededor de ciertos ob jetos compactos re-

quiere de una descrip ci�on relativista. La teor��a relativista de la gravedad fue dise ~nada de

manera te�orica p or el gran intelecto de Alb ert Einstein en 1915 y es muy probablemente

la teor��a m�as b ella de to das las teor��as f��sicas. Ya que el estudio de esta teor��a relativista

es extenso, solamente nos concentraremos en los principios b�asicos de la misma y daremos

p or hecho algunos de sus resultados para p o der aplicarlos a ciertos ob jetos astron�omicos.

x37. Experimentos de E•otvos, Dicke y Braginsky

La ley de Newton de movimiento establece que la fuerza f es una funci�on que dep ende

de la p osici�on, las velo cidades y el tiemp o. Esta fuerza es prop orcional a la aceleraci�on a a

trav�es de una constante que caracteriza al cuerp o llamada la masa m del ob jeto, es decir,

ma = f : (37.1)

Por otra parte, la ley de Newton de gravitaci�on universal nos dice que la relaci�on

funcional de la fuerza (el lado derecho de la ecuaci�on (37.1) ), pro ducida p or dos masas m1

y m2 , y que act �ua sobre la primera, est�a dada p or

f = - G
m1m2

jr 2 - r 1j2
Ù �(r 2 - r 1); (37.2)

donde r 1 y r 2 son los radio vectores de las masas corresp ondientes.

En principio, las masas m; m 1 y m2 son cosas completamente diferentes. De acuerdo

con la ley de Newton de movimiento m es la masa inercial de la part��cula que se acelera

y funciona como una resistencia a esta aceleraci�on. Recuerda que la masa inercial se de�ne

como el co ciente de la norma de la fuerza entre la aceleraci�on que la fuerza prop orciona a

la part��cula. Por otra parte, las masas que aparecen en la ley de Newton de la gravitaci�on

se llaman masas gravitacionales y su funci�on es que dan la respuesta correcta al valor de

la fuerza gravitacional pro ducida p or su presencia. Es bueno p ensar en �estas como unas

cargas gravitacionales , en analog��a con las cargas el�ectricas y la ley de Coulomb.

En la ley de Newton de gravitaci�on aparecen las masas de manera bastante sim�etrica.

En efecto, la masa pasiva m2(p) , funciona como un p otencial gravitacional de la masa

activa m1(a) . Este p otencial le dice a la masa m1(a) como moverse. An�alogamente, si
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x37 EXPERIMENTOS DE E •OTVOS, DICKE Y BRAGINSKY 177

consideramos a la masa m1(p) como la masa pasiva, entonces esta misma funciona como

un p otencial gravitacional que le dice a la masa activa m2(a) como moverse. La ley de

Newton de movimiento implica que las masas pasiva y activa son prop orcionales una a la

otra ya que la fuerza de la primera en la segunda deb e ser el negativo de la fuerza pro ducida

p or la segunda en la primera. En efecto, la ley de Newton implica que f 1 2 = - f 2 1. Esto

signi�ca que Gm1(a)m2(p)=r2 = Gm1(p)m2(a)=r2
, donde r es la distancia que separa a

ambas masas. De aqu�� se sigue que

m1(a)
m2(a)

=
m1(p)
m2(p)

:

La relaci�on entre la masa gravitacional y la masa inercial tiene que ser encontrada

mediante el exp erimento. Por ejemplo, consideremos un p�endulo que ba jo la acci�on de

la gravedad se mueve. Para un �angulo de ap ertura � p eque ~no, la fuerza que acelera al

p�endulo es - m
g

g sin � � - m
g

g� , donde m
g

es la masa gravitacional y g es la aceleraci�on

de la gravedad en la sup er�cie de la tierra. Ahora bien, de acuerdo a la ley de Newton de

movimiento, la fuerza es el pro ducto de la masa inercial m
i

multiplicado p or d

2(l� )=d t 2
,

donde l es la longitud del hilo que cuelga del p�endulo. De tal forma que p o demos escribir

la ecuaci�on de movimiento del p�endulo como

d

2�
d t 2 = -

• m
g

m
i

‹ • g
l

‹
�: (37.3)

La frecuencia angular del p�endulo ! est�a entonces dada p or ! 2 = ( m
g

=m
i

)(g=l) , de tal

manera que p�endulos de distinta masa e igual dimensi�on (longitud) oscilan con el mismo

p erio do si m
g

/ m
i

. Newton realiz�o este exp erimento y encontr�o evidencia para esta

prop orcionalidad con una precisi�on de una parte en 1000.

Exp erimentos m�as recientes hechos p or el Bar�on de E•otvos en los 1880's mostraron

la prop orcionalidad de ambas masas con resultados m�as precisos. Sus exp erimentos con-

sistieron en ver si exist��a movimiento alguno en una balanza de torsi�on debido a alg �un

desequilibrio entre la fuerza centr��fuga exp erimentada p or una masa inercial en la sup er�-

cie de la tierra mientras �esta rota. La rotaci�on de esta masa es debida a la rotaci�on natural

de la tierra y la fuerza gravitacional que act �ua sobre �esta gracias a la gravedad de la tierra.

En la d�ecada de los 1960's, Rob ert H. Dicke y colab oradores utilizaron al sol en vez de la
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178 VI RELATIVIDAD GENERAL

tierra y a la fuerza centr��fuga pro ducida p or el movimiento de la tierra alrededor del sol.

Braginsky y Panov en los 1970's encontraron a �un mejores resultados que Dicke y estable-

cieron la linealidad entre la masa inercial y la masa gravitacional con una precisi�on mejor

a una parte en 1012
.

De estos exp erimentos se sigue entonces que la prop orcionalidad de la masa inercial y

gravitacional. El resultado clave es identi�car ambas masas como iguales. Esto es lo que

da origen al principio principio de equivalencia formulado p or Einstein.

x38. Principio de equivalencia

La propiedad m�as imp ortante de los camp os gravitacionales es que cuerp os de distintas

masas se mueven de la misma manera ba jo la in
uencia del mismo camp o gravitacional.

Esto no es de extra ~narse, pues dos cuerp os de distintas masas caen con la misma aceleraci�on

al suelo en la tierra. Exp erimentos de este estilo y muy rudimentarios fueron hechos p or

Galileo. Se dice que Galileo utiliz�o la torre inclinada de Pisa para mostrar que cuerp os de

masas distintas que dejan el rep oso caen en el mismo tiemp o al suelo de la tierra.

Esta propiedad de los camp os de gravedad p ermite la p osibilidad de establecer una

analog��a entre el movimiento de un cuerp o en un camp o gravitacional y el movimiento

de un cuerp o lo calizado fuera de un camp o gravitacional p ero en un sistema de referencia

no{inercial. De esta manera las propiedades del movimiento de un cuerp o en un sistema

de referencia no{inercial y uno inercial con un camp o de gravedad, son los mismos. Esta

equivalencia entre camp os de gravedad y sistemas de referencia no{inerciales se denomina

principio de equivalencia y fue formulado p or Einstein en 1915.

Un cuerp o que se mueve libremente en un sistema de referencia inercial sobre el cual

act �ua un camp o gravitacional es acelerado en una direcci�on debido a la fuerza que le

imparte el camp o gravitacional. El mismo comp ortamiento del cuerp o puede obtenerse en

un sistema de referencia no{inercial que tiene una aceleraci�on en la misma direcci�on que

el camp o gravitacional original.

Existe sin embargo una diferencia fundamental entre los sistemas de referencia no{

inerciales y los camp os gravitacionales que act �uan sobre sistemas de referencia inerciales.

A una distancia in�nita de los cuerp os que pro ducen el camp o gravitacional, el valor del

camp o gravitacional tiende a desvanecerse. Sin embargo, los sistemas de referencia no{
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inerciales equivalentes a los camp os de gravedad incrementan el valor de su aceleraci�on de

manera ilimitada a medida que se aproximan a in�nito. Este es el caso de un movimiento

circular alrededor de un eje. La aceleraci�on centr��fuga diverge a una distancia in�nita del eje

de rotaci�on. Por otra parte, en el caso de un movimiento acelerado uniforme, la aceleraci�on

no diverge en in�nito, sino que p ermanece constante.

Debido a estos argumentos, es p osible eliminar un \camp o gravitacional" pro ducido p or

la aceleraci�on de un sistema de referencia no{inercial. Basta con hacer una transformaci�on

de sistema de co ordenadas de manera apropiada. Sin embargo, un camp o gravitacional ac-

tual (como el que pro duce una masa puntual descrito p or la ley de Newton de gravitaci�on)

no puede hacerse desaparecer globalmente mediante una transformaci�on de co ordenadas.

Lo mejor que se puede hacer es eliminar el camp o gravitacional en una regi�on su�cien-

temente p eque ~na alrededor de un determinado punto en el espacio mediante la elecci�on

de un sistema de referencia no{inercial. Este �ultimo sistema no{inercial se escoge de tal

manera que deb e acelerarse en magnitud y en direcci�on igual a la aceleraci�on pro ducida

p or el camp o gravitacional

y
.

Matem�aticamente la equivalencia entre los camp os gravitacionales y la aceleraci�on se

deb e a que la ecuaci�on de movimiento que se obtiene a partir del Lagrangiano L = m v

2=2-

m� de una part��cula libre movi�endose en un camp o de gravitaci�on est�a dada p or

_v = - grad �: (38.2)

Esta �ultima relaci�on no involucra a la masa m de la part��cula en cuesti�on.

x39. Gravitaci�on y espacios curvos

Analicemos ahora la manera de describir el espacio{tiemp o de un camp o gravitacional.

Consideremos un sistema de referencia inercial S descrito p or d s2 = c2
d t 2 - d l 2

. Desde

y
Cab e hacer notar que existen efectos gravitacionales como la fuerza de marea que no puede eliminarse

ni siquiera ba jo la elecci�on de este sistema de referencia no{inercial. Por ejemplo, puede mostrarse (<hazlo!)

que dos part��culas que son dejadas en lib ertad a partir del rep oso y cuya separaci�on inicial est�a dada p or

el vector r , cumplen con

d

2r � =d t 2 = R�� r � (38.1)

donde R�� = diag (- GM=r 3 ; - GM=r 3 ; - GM=r 3) y M es la masa total del sistema.
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otro sistema de referencia inercial S0
el intervalo d s0

es tal que d s = d s0
. Esta propiedad

muestra matem�aticamente el principio de relatividad de Einstein. Si ahora transformamos

el sistema de referencia inercial S a uno S0
que rota con velo cidad angular constante 
 a

lo largo del eje z de tal forma que

x = x0
cos 
t - y 0

sin 
t; y = x0
sin 
t + y 0

cos 
t; z = z0; (39.1)

entonces el intervalo en el sistema S0
se puede escribir como

d s2 =



c2 - 
 2(x02 + y 02)
�

d t 2 - d x2 - d y2 - d z02 + 2
y 0
d x0

d t - 2
x 0
d y 0

d t: (39.2)

Tarea 13
Demuestra la ecuaci�on (39.2)

Esta relaci�on muestra que el cuadrado del intervalo aparece como una cuadr�atica de forma

general en las diferenciales de las co ordenadas. As�� pues, p o demos decir que el intervalo

en su forma m�as general toma la forma

d s2 = gik d xi
d xk : (39.3)

Las cantidades gik representan la m�etrica del espacio{tiempo y son escogidas de

manera sim�etrica (i.e. gik = gki ) debido a la simetr��a de la ecuaci�on (39.3) . Es claro

tambi�en que gik es un tensor pues d xk
d xi

es un tensor y d s un escalar. Por esta raz�on

se denomina frecuentemente a la m�etrica del espacio tiemp o como el tensor m�etrico .

La propiedad innata que p osee el tensor m�etrico es que al transformar de un sistema

de referencia cualquiera a uno inercial, las comp onentes de este tensor est�an dadas p or

gik = diag (1; - 1; - 1; - 1) . Es decir, cuando las co ordenadas utilizadas corresp onden

a las de un espacio plano, x0 = ct; x 1 = x; x2 = y; x3 = z, la m�etrica es justamente la

m�etrica del espacio de Minkowski. Un cuatro{espacio con esta �ultima m�etrica se denomina

galileano . El tensor m�etrico en su forma general, no puede ser llevado a su forma galileana

para to do el espacio mediante una transformaci�on de co ordenadas. Esto muestra que los
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camp os gravitacionales no pueden ser eliminados totalmente p or una transformaci�on de

co ordenadas o lo que es igual, mediante la elecci�on de un sistema de referencia adecuado

como hab��amos mencionado anteriormente.

Los cuatro{espacios determinados p or la ecuaci�on (39.3) se denominan curvos , a di-

ferencia de sus contrapartes galileanos que frecuentemente se dicen planos . Para aclarar

el signi�cado de estos t�erminos consideremos lo que sucede al transformar un sistema de

referencia inercial K a uno no{inercial K' que rota con resp ecto al eje z con velo cidad

angular constante. Consideremos una circunferencia C dibujada en el plano Oxy , cuyo ori-

gen es atravesado p or el eje z. En el sistema K, el co ciente de la circunferencia del circulo

entre su di�ametro es una constante que es igual a � . Sin embargo, en el sistema que rota,

un p edacito de circunferencia sobre el circulo recib e una contracci�on de Lorentz. De esta

manera, al sumar to dos los p edacitos de circunferencia en el sistema K' se obtiene una

circunferencia menor a la medida en el sistema K. Por tanto la raz�on de la circunferencia

al di�ametro (que no sufre una contracci�on de Lorentz) es menor a � . En otras palabras,

es como si el circulo hubiese sido dibujado sobre una sup er�cie del tip o de una silla de

montar para la cual, la curvatura es negativa. Por otra parte, si la raz�on entre di�ametro y

circunferencia hubiese sido mayor a � , p o dr��amos p ensar que el circulo estuviese dibujado

en un espacio como el de una esfera, donde la curvatura es p ositiva.

Cuando el tensor gik es llevado a su forma diagonal (i.e. gik = 0 para i 6= k ), se obtiene

que tres de los elementos diagonales son negativos y uno p ositivo. En otras palabras, el

signo de la m�etrica es ( + ; - ; - ; - ). De aqu�� se obtiene que el determinante g de la matriz

formada p or las comp onentes del tensor gik es negativo para un espacio{tiemp o verdadero

y

g < 0: (39.4)

El estudio de la gravitaci�on relativista, o relatividad general {como el mismo Eins-

tein bautiz�o a su teor��a{ imp one cambios dr�asticos en la concep ci�on del espacio{tiemp o,

distintas a lo que estamos acostumbrados. Justamente el estudio de espacios curvos y sus

conexiones con la gravitaci�on representa el estudio de la teor��a de la relatividad general.

y
Si la la m�etrica en el espacio{tiemp o de Minkowski hubiese sido escogida como gik =

diag (- 1; + 1; + 1; + 1) entonces el signo de la m�etrica en un espacio curvo ser��a ( - ; + ; + ; + ) y p or lo

tanto la desigualdad (39.4) estar��a invertida.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



182 VI RELATIVIDAD GENERAL

x40. Corrimiento al rojo gravitacional

Consideremos el elevador de Einstein , i.e. un elevador com �un y corriente que es

acelerado hacia aba jo debido a la presencia de un camp o gravitacional como se muestra en

la Figura VI.1. La aceleraci�on de este elevador es g . Utilizando el principio de equivalencia,

esta situaci�on es equivalente a que el elevador sea acelerado hacia arriba con una aceleraci�on

a = - g en ausencia de camp os gravitacionales. Con esto, la fuerza que se ejerce sobre

cualquier p ersona dentro del elevador es id�entica a la fuerza gravitacional que pro duce el

camp o gravitacional g . Un rayo de luz con frecuencia � se propaga desde el techo hasta el

suelo del elevador. El tiemp o t que tarda el haz de luz en recorrer el elevador est�a dado

p or t = h=c, donde h es la altura del elevador. En este tiemp o, el suelo del elevador se

acelera a una velo cidad v � at = gt = gh=c. De aqu�� que la frecuencia �
obs

del fot�on que

llega al suelo est�e dada p or

�
obs

� �
em

•
1 +

v

c

‹
= �

em

�
1 +

gh
c2

�
; (40.1)

de acuerdo al efecto Doppler (18.9) . Como g = - ��=h , donde � es el p otencial gravita-

cional, entonces

�
obs

= �
em

�
1 -

��
c2

�
: (40.2)

En t�erminos del corrimiento al rojo gravitacional z, la ecuaci�on (40.2) queda como

z =
�

obs

- �
em

� em
=

�
em

- �
obs

�
obs

u
��
c2 ; cuando ��= c2 � 1: (40.3)

Esto signi�ca que la frecuencia de las ondas electromagn�eticas dep ende de la intensidad y

variaciones del camp o gravitacional

y
.

En t�erminos del p erio do �t = 1=� , la ecuaci�on (40.1) toma la forma

�t
obs

= �t
em

�
1 +

��
c2

�
: (40.4)

y
Sir Arthur Eddington en la d�ecada de los 1920's calcul�o que las l��neas esp ectrosc�opicas de la enana

blanca Sirius B (cf. secci�on x 30) deb er��an de tener un corrimiento al ro jo de 20 km =s {utilizando la ecua-

ci�on (40.1) se obtiene que zc = v , raz�on p or la que en o casiones el corrimiento al ro jo se mide en unidades de

distancia sobre tiemp o. Po co despu�es, Adams midi�o que el corrimiento al ro jo de las l��neas era de 19 km =s .
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a

g Rayo de luz h

Figura VI.1: Un elevador (el elevador de Einstein) es dejado en ca��da libre y p or lo

tanto la gravedad le pro duce una una aceleraci�on g hacia aba jo. Esto es equivalente a que

el elevador se acelere hacia arriba con una aceleraci�on a = - g en ausencia de camp os

gravitacionales. Un rayo de luz tarda un tiemp o h=c en recorrer la distancia del techo al

piso del elevador. Debido a que el piso se mueve hacia el rayo de luz (gracias a la aceleraci�on

que �este tiene hacia arriba), esto pro duce un corrimiento al ro jo en la frecuencia del fot�on

cuando llega al suelo.

Esta relaci�on representa la dilaci�on del tiempo que se obtiene entre dos puntos del espacio{

tiemp o ba jo la in
uencia de un camp o gravitacional. Nota que esta dilaci�on no se da entre

dos sistemas de referencia como sucede en relatividad esp ecial. Esta dilaci�on se re�ere a dos

puntos del espacio{tiemp o con resp ecto a un mismo sistema de referencia. Como veremos

m�as adelante, esta expresi�on es justamente la dilaci�on del tiemp o que se obtiene entre
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cualesquiera dos puntos del espacio tiemp o cuando ��= c2 � 1. Por lo tanto, un intervalo

de tiemp o d t 0
est�a dado p or

d t 0 = d t
�

1 +
��
c2

�
: (40.5)

Sup ongamos ahora que d t es un intervalo de tiemp o medido en in�nito, en donde el

camp o gravitacional � = 0 (recuerda que to do camp o f��sico se anula en 1 ). Con esto y

debido a que �= c2 � 1, el intervalo de tiemp o d t 0
medido en cualquier punto del espacio

est�a dado p or

d t 02 = d t 2
�

1 +
�
c2

� 2

u d t 2
�

1 +
2�
c2

�
: (40.6)

De esta manera, el intervalo d s2 = c2
d t 02 - d l 2

para la m�etrica del espacio{tiemp o de

Minkowski est�a dado p or

d s2 = c2
d t 2

�
1 +

2�
c2

�
- d l 2 = c2

d t 2
�

1 -
2GM
c2r

�
- d l 2; (40.7)

en donde hemos escrito al p otencial gravitacional � = - GM=r . Es imp ortante remarcar

que la m�etrica (40.7) es v�alida �unicamente cuando �= c2 � 1. Dicho de otro mo do, esta

m�etrica es la primera correcci�on a la m�etrica del espacio{tiemp o de Minkowski. A este

orden de aproximaci�on, la correcci�on o curre �unicamente en la comp onente g00 del tensor

m�etrico que toma el valor g00 =
€
1 + 2�= c2

Š
.

x41. De
exi�on de rayos de luz

En la secci�on anterior mostramos que la comp onente temp oral d t de la m�etrica de Min-

kowski necesariamente deb e cambiarse al incluir camp os gravitacionale s. En esta secci�on

mostraremos tambi�en que la comp onente espacial d l de la m�etrica deb e cambiarse cuando

existe un camp o gravitacional. Para esto consideremos nuevamente el elevador de Einstein

que se encuentra en ca��da libre ba jo la acci�on de un camp o gravitacional g . Esta situaci�on

es equivalente a considerar un elevador que se acelera con una aceleraci�on a = - g . De una

de las paredes del elevador se emite un rayo de luz como se muestra en la Figura VI.2. Si

la aceleraci�on es p eque ~na, i.e. ��= c2 � 1, entonces la distancia d = AB recorrida p or un
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fot�on, que es aproximadamente una par�ab ola, puede ser aproximada p or un segmento de

circunferencia cuyo radio de curvatura es R . Adem�as, debido a que el segmento DB = gt 2=2

entonces tan (�=2 ) � �=2 � gt 2=2l . Por otra parte, como AB2 � DB2 + l 2
y como el radio

de curvatura R = d=� entonces

R2 =
d2

� 2 =
1
4

l 2 +
l 2

g2t 4 : (41.1)

Debido a que gt 2=2 � l y como l = ct entonces la ecuaci�on (41.1) toma la forma

R =
l 2

gt 2 =
c2

g
: (41.2)

La ecuaci�on (41.2) signi�ca que la curvatura de los rayos de luz dep ende del valor de la

aceleraci�on lo cal gravitacional g . Debido a que g = - r � , con � el p otencial gravitacional,

es claro entonces que la curvatura de los rayos de luz dep ende de la distribuci�on de las

masas en el espacio. En otras palabras, \< las masas le dicen al espacio como curvarse !"

Los ejemplos de las �guras (VI.1)-(VI.2) muestran que el espacio y el tiemp o son

\curvos" cuando los efectos relativistas son incluidos en los camp os gravitacionales.

x42. Vectores y tensores en espacios curvos

Para continuar con el estudio de la relatividad general es necesario que formulemos un

lengua je tensorial adecuado con espacios curvos de cuatro dimensiones. Esto es considera-

blemente m�as dif��cil que su contraparte pseudo{euclidiano.

El ob jeto geom�etrico que describ e a un espacio{tiemp o de cuatro dimensiones es una va-

riedad diferencial

y
. Dado un sistema de co ordenadas (un sistema de referencia), cada pun-

to P sobre la variedad queda representado mediante las coordenadas xk = ( x0; x1; x2; x3) .

y
Una variedad diferencial de dimensi�on n es un ob jeto geom�etrico que lo calmente se ve como Rn

.

En otras palabras, es p osible aproximar cualquier regi�on su�cientemente p eque ~na alrededor de un punto

cualquiera P sobre la variedad mediante un plano tangente de dimensi�on n . La 2{esfera es uno de los

ejemplos m�as sencillos de una variedad. Lo calmente se ve como R2
. Esto fue lo que llev�o a los Europ eos

en el oscurantismo a creer que la tierra era plana. La raz�on p or la cual se necesitan variedades para el

estudio de la relatividad general es debido al principio de equivalencia. En efecto, dado un punto P del

espacio{tiemp o existe un sistema de referencia (sistema de co ordenadas) mediante el cual se puede eliminar

el camp o gravitacional en una vecindad de este punto P. Este sistema de co ordenadas corresp onde a un

espacio{tiemp o de Minkowski.
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a

g

q

A
B

D

l

Rayo de luz

PSfrag replacements

RR

Figura VI.2: El elevador de Einstein cae libremente con una aceleraci�on g debido a la

in
uencia de un camp o gravitacional. Esta situaci�on es equivalente a que el elevador se

acelere hacia arriba con una aceleraci�on a = - g en ausencia de camp os gravitacionales.

En el punto A de la pared izquierda se emite un rayo de luz que tiemp o m�as tarde es

detectado en la pared derecha en el punto B. Es claro que el rayo de luz sufre una de
exi�on

debido al movimiento que pro duce la aceleraci�on a . En la �gura se muestra el radio de

curvatura R del segmento AB .

Este mismo punto P puede ser descrito mediante otro sistema co ordenado (otro sistema de

referencia) x0k
. La relaci�on entre las co ordenadas de amb os sistemas de referencia est�a dada

p or la transformaci�on
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xk = f k(x00; x01; x02; x03); (42.1)

en donde f k
es una funci�on que dep ende de las co ordenadas x0k

. La diferencial de las

co ordenadas d xk
est�a relacionada con la diferencial d x0k

mediante la regla de la cadena

d xk =
@xk

@x0m
d x0m : (42.2)

Se dice que un conjunto de cuatro cantidades Ak
es un vector contravariante si sus

comp onentes se transforman como las comp onentes de las diferenciales (cf. ecuaci�on (42.2) ),

es decir,

Ak =
@xk

@x0m
A 0m : (42.3)

La derivada @=@xk
con resp ecto a las co ordenadas (el gradiente ) se transforma de un

sistema de co ordenadas a otro de acuerdo a la regla de la cadena

@
@xk

=
@x0l

@xk
@

@x0l
: (42.4)

Un conjunto de cuatro cantidades Ak forman un vector covariante si sus comp onen-

tes se transforman como las comp onentes de las derivadas de las co ordenadas (cf. ecua-

ci�on (42.4) ), es decir,

Ak =
@x0l

@xk
A 0

l : (42.5)

Con estas de�niciones es claro que las co ordenadas xk
no representan ni un vector cova-

riante, ni uno contravariante. Simplemente funcionan como etiquetas para cada punto en

el espacio{tiemp o.

Un tensor contravariante M ik
de rango 2 es un conjunto de 16 cantidades que se trans-

forman como el pro ducto de dos vectores contravariantes, es decir,

M ik =
@xi

@x0l
@xk

@x0m
M 0lm : (42.6)

An�alogamente, un tensor covariante M ik de rango 2 es un conjunto de 16 cantidades

que se transforman como el pro ducto de dos vectores covariantes. Dicho de otro mo do,
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M ik =
@x0l

@xi
@x0m

@xk
M lm : (42.7)

Un tensor � i
k de rango 2 mixto se transforma como los pro ductos de un vector cova-

riante p or un vector contravariante, es decir,

� i
k =

@xi

@x0l
@x0m

@xk
� 0l

m : (42.8)

De manera totalmente an�aloga es p osible de�nir tensores de m�as alto rango. Basta recordar

que este tensor, en cualquier ��ndice sup erior se transforma como las co ordenadas de un

vector contravariante. Las comp onentes de cualquier ��ndice inferior se transforman como

las comp onentes de un vector covariante.

Un tensor A ik
de rango 2 es sim�etrico si A ik = Aki

. En t�erminos de sus comp onentes

mixtas esto es A i
k = A i

k
. Por esta raz�on, en lo sucesivo escribiremos simplemente A i

k a

to do tensor de rango 2 sim�etrico. Un tensor M ik
de rango 2 es antisim�etrico si M ik = - M ik

.

Claramente, las comp onentes con ��ndices rep etidos en un tensor antisim�etrico son nulas,

i.e. M 00 = M 11 = M 22 = M 33 = 0.

El producto escalar de dos vectores a i
y bk

es una cantidad invariante pues

a i bi =
@xi

@x0k
@x0l

@xi
a 0kb 0

l =
@x0l

@x0k
a 0kb 0

l = � l
ka 0kb 0

l = a 0mb 0
m ; (42.9)

en donde � k
l es la delta de Kronecker o el tensor unitario de rango 2 que tiene un valor

de 1 cuando k = l . En cualquier otro caso, el valor de la delta de Kronecker es cero. Con

esta de�nici�on es claro que � i
k tiene el mismo valor en cualquier sistema de referencia.

La delta de Kronecker satisface la propiedad

Ak = � k
l A l : (42.10)

Esta relaci�on signi�ca que el pro ducto del vector A l
con � k

l es igual al cuatro{vector Ak
, y

p or lo tanto la delta de Kronecker es un tensor.

El intervalo d s dado p or la relaci�on (39.3) es un escalar. Debido a que d xk
es un

vector, entonces las cantidades gik = gki forman un tensor de rango 2 que se denomina el

tensor m�etrico . En o casiones uno abusa del lengua je y denomina a gik como la m�etrica

del espacio{tiemp o.
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Dos tensores de rango 2, A ik y Bik
son rec��procos el uno al otro si

A ik Bkl = � i
l : (42.11)

Particularmente, el tensor m�etrico gik
es recipro co a si mismo, es decir,

gkl glm = � m
k : (42.12)

De aqu�� que para convertir un vector contravariante a uno covariante y a la inversa, se

realice la op eraci�on

a i = gik ak ; bl = glm bm : (42.13)

Subir y ba jar ��ndices es entonces una op eraci�on de contracci�on como la mostrada en la

ecuaci�on (42.13) . Por ejemplo, es claro que para cualquier tensor � abcd
de rango 4 la

siguiente igualdad es cierta: � a
bc

d = gbm � am
c
d . Adem�as, la ecuaci�on (42.13) indica que

ga
b = gmbgam = gbm gma = � a

b , es decir, el tensor mixto ga
b corresp onde a la delta de

Kronecker � a
b .

En un sistema galileano de co ordenadas (un sistema de referencia inercial) el tensor

m�etrico toma la forma gik = gik = diag (1; - 1; - 1; - 1) . Gracias al principio de equivalencia

(o debido a que lo calmente una variedad se puede aproximar p or un espacio plano), es

p osible de manera lo cal, en una vecindad alrededor de cualquier punto P del espacio{

tiemp o, llevar a la m�etrica (encontrar un sistema co ordenado) a su forma galileana.

Consideremos ahora el pseudo{tensor unitario completamente antisim�etrico de rango

cuatro, el tensor de Levi{Civita � abcd
, en un espacio galileano (cf. secci�on x 13). Trans-

formemos ahora este tensor a un sistema de referencia (espacio curvo) cualquiera y de-

not�emoslo en este espacio como Eabcd
. Sup ongamos que las co ordenadas x0k

etiquetan a

los puntos del espacio galileano y que las co ordenadas xk
representan los puntos del espacio

curvo. Con esto, la relaci�on entre los tensores Eabcd
y � abcd

est�a dada p or

Eabcd =
@xa

@x0p
@xb

@x0r
@xc

@x0s
@xd

@x0t
� prst

(42.14)

Con ayuda de la ecuaci�on (13.15) , la igualdad (42.14) queda como
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Eabcd = J� abcd ; (42.15)

en donde

J =
@(x0; x1; x2; x3)

@(x00; x01; x02; x03)
= det

‚
@xi

@x0k

Œ

; (42.16)

es el Jacobiano de la transformaci�on, es decir, J es el determinante de la matriz formada p or

las comp onentes del tensor @xm=@x0q . Para calcular el valor de este Jacobiano, considere-

mos la transformaci�on del tensor m�etrico gik (0) := � ik = diag (1; - 1; - 1; - 1) en el sistema

de referencia galileano con co ordenadas x0k
a un sistema cualquiera cuyas co ordenadas son

xm
. La transformaci�on entre amb os sistemas de referencia est�a dada p or

gik =
@xi

@x0p
@xk

@x0q
gpq (0) ; (42.17)

en donde gik
es el tensor m�etrico en el espacio curvo. Si ahora tomamos el determinante

de la ecuaci�on (42.17) , entonces det (gik ) := g , y p or lo tanto det

€
gik

Š
= 1=g de acuerdo

con la ecuaci�on (42.12) . As��, como det

€
gik (0)

Š
= - 1, entonces 1=g = - J2

. De aqu�� que la

ecuaci�on (42.16) tome la forma

Eabcd =
1

p
- g

� abcd : (42.18)

Esta es la forma que tiene el tensor de Levi{Civita en cualquier sistema co ordenado. Es

frecuente no utilizar nunca el lado izquierdo de la ecuaci�on (42.18) . Por lo tanto, cuando

queramos representar al tensor de Levi{Civita en cualquier sistema de referencia, utiliza-

remos �unicamente el lado derecho de la ecuaci�on (42.18) . Dicho de otro mo do, el tensor

� pqrs =
p

- g representar�a de ahora en adelante el valor del tensor (contravariante) de Levi{

Civita en cualquier sistema de referencia.

Si ahora ba jamos los ��ndices de la ecuaci�on (42.18) , obtenemos las comp onentes cova-

riantes del tensor de Levi{Civita
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Epqrs = Eabcd gap gbq gcr gds =
1

p
- g

� abcd gap gbq gcr gds =
- g

p
- g

� pqrs

=
p

- g � pqrs ;
(42.19)

de acuerdo a la relaci�on (13.15) . La ecuaci�on (42.19) signi�ca que las comp onentes co-

variantes del tensor de Levi{Civita en cualquier sistema de referencia est�an dadas p or

p
- g � iklm .

Para terminar esta secci�on generalicemos la forma de realizar integraciones vista en la

secci�on x 13 para el caso de espacios curvos.

P Integral sobre un volumen de cuatro dimensiones . Ü En un espacio galileano

con co ordenadas x0k
, un elemento de volumen d 
 0

est�a dado p or d 
 0 = d x00
d x01

d x02
d x03

.

Al transformarlo a un espacio curvo con co ordenadas xk
, entonces se obtiene

d 
 0 !
@

€
x00; x01; x02; x03

Š

@(x0; x1; x2; x3)
d 
 =

p
- g d 
: (42.20)

En otras palabras, el elemento

p
- g d 
 representa el elemento de integraci�on de volumen

cuatro{dimensional para cualquier sistema co ordenado (plano o curvo).

P Integral sobre una hipersuper�cie de tres dimensiones . Ü Al igual que en el

caso galileano, el elemento de hip ersup er�cie que se genera entre tres desplazamientos

in�nitesimales de las co ordenadas est�a dado p or el tensor antisim�etrico d Sikl
. El vector

dual a este mismo est�a dado p or la contracci�on de este tensor con el tensor

p
- g� iklm . En

otras palabras, el elemento de integraci�on para una hip ersup er�cie de tres dimensiones en

un espacio curvo est�a dado p or

p
- g d Si =

1
3!

p
- g � iklm d Sklm : (42.21)

P Integral sobre una hipersuper�cie de dos dimensiones . Ü En este caso, el ele-

mento de sup er�cie generado p or dos desplazamientos in�nitesimales de las co ordenadas

est�a dado p or d f ik
. Entonces, el elemento de integraci�on para una sup er�cie de dos dimen-
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siones curva est�a dado p or el tensor dual a este tensor, es decir,

p
- g d f �

ik =
1
2!

p
- g � iklm d f lm : (42.22)

P Integral sobre una hipersuper�cie de una dimensi�on . Ü Aqu�� el elemento de

integraci�on es el desplazamiento d xk
.

Los teoremas integrales (teorema de Stokes) vistos en la secci�on x 13 p ermanecen id�enti-

cos. En otras palabras, si utilizamos las de�niciones de d 
 , d Si , d f �
ik dadas p or las ecua-

ciones (42.20) -(42.22) , entonces las transformaciones (13.24) , y las igualdades (13.26) y

(13.27) son v�alidas.

x43. Intervalos de espacio y tiempo

Consideremos dos eventos que se encuentran in�nitesimalmente separados en el tiemp o

y que o curren en el mismo lugar en el espacio. El intervalo d s = cd � entre amb os eventos (cf.

secci�on x 11), con � el tiempo propio , es tal que d s2 = gik d xi
d xk

con d x1 = d x2 = d x3 = 0.

Por lo tanto, el tiemp o propio est�a relacionado con la co ordenada temp oral x0
mediante la

relaci�on

d � =
1
c

p
g00 d x0

(43.1)

De esta manera, si amb os eventos o curren en el mismo punto del espacio, entonces

y

� =
1
c

Z
p

g00 d x0: (43.3)

De aqu�� se ve que

g00 > 0: (43.4)

As�� pues, una m�etrica gik del espacio{tiemp o satisface dos propiedades imp ortantes. La

y
Si los eventos no o curren en el mismo punto del espacio es claro que d � =

p
gik d xi

d xk =c y p or lo

tanto

� =
1
c

Zp
gik d xi

d xk : (43.2)
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primera tiene que ver con los signos de la m�etrica cuando esta misma es llevada a su

forma diagonal (i.e. gik = 0 para to do i 6= k ). Debido a que det (gik ) < 0 cuando la

m�etrica es escrita en su forma galileana y como el signo del determinante es invariante

ante transformaciones de co ordenadas, entonces uno o tres de los elementos diagonales

de la m�etrica gmp en su forma diagonal deb en ser negativos. Un tensor m�etrico que no

satisfaga esta condici�on, carece de sentido f��sico y no corresp onde a alguna m�etrica de un

espacio{tiemp o real. La segunda condici�on tiene que ver con el signo de la comp onente

temp oral de la m�etrica (43.4) . Si el tensor m�etrico satisface la primera condici�on y no

la segunda, entonces es p osible, mediante una transformaci�on de co ordenadas adecuada,

lograr que la condici�on (43.4) sea llevada acab o.

En relatividad esp ecial, el elemento de distancia espacial d l fue obtenido considerando

dos eventos in�nitesimalmente separados que o curren a un mismo tiemp o. Justamente,

cuando d x0 = 0 en un espacio galileano se obtiene que el elemento de distancia espacial

est�a dado p or d l 2 =
€

d x1
Š2

+
€

d x2
Š2

+
€

d x3
Š2

. Esto mismo pro cedimiento no puede realizarse

para el caso de espacios curvos, debido a que el tiemp o propio tiene una dep endencia

en la co ordenada x0
que varia de acuerdo a la p osici�on en el espacio como se ve de la

ecuaci�on (43.3) .

Para calcular el elemento de longitud d l en un espacio curvo, realicemos el siguiente

exp erimento. En un punto A del espacio lancemos una se ~nal de luz hacia el punto B, donde

se encuentra un esp ejo que reb ota la radiaci�on de vuelta hacia el punto A. Sup ongamos

que el evento de salida del haz de luz corresp onde a la p osici�on xk + d xk
. El evento del

re
ejo del haz de luz corresp onde a xk
. Escribamos ahora al intervalo d s como

d s2 = gik d xi
d xk = g00

€
d x0

Š2
+ 2g0� d x0

d x� + g�� d x�
d x� : (43.5)

La trayectoria del haz de luz que parte de A hacia B y luego regresa hacia A p or el mismo

camino es tal que d s = 0. Sustituyendo este valor en la ecuaci�on (43.5) y resolviendo para

d x0
obtenemos dos soluciones

d x0(� ) =
1

g00



- g0� d x� �

È
(g0� g0� - g�� g00) d x�

d x�
�

; (43.6)

De aqu�� se sigue que la se ~nal sale del punto A al tiemp o x0 + d x0(-)
, llega al punto B al
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tiemp o x0
y regresa nuevamente al punto A al tiemp o x0 + d x0(+)

. El tiemp o total que se

lleva desde la salida del punto A hasta que el haz vuelve a regresar al mismo punto es

d x0(+) - d x0(-) =
2

g00

È
(g0� g0� - g�� g00) d x�

d x� : (43.7)

De acuerdo a la ecuaci�on (43.1) , el intervalo corresp ondiente de tiemp o propio es entonces

la cantidad (43.7) multiplicada p or

p
g00=c. De esta manera, la distancia d l entre el punto

A y el punto B est�a dado p or este tiemp o propio multiplicado p or c=2, es decir,

d l 2 = 
 �� d x�
d x� : (43.8)

en donde el tensor m�etrico 
 �� del tres{espacio est�a dado p or


 �� := - g�� +
g0� g0�

g00
: (43.9)

La forma cuadr�atica (43.8) para el elemento de longitud dada p or la deb e ser p ositiva

de�nida, es decir,


 11 > 0; det

2

4 
 11 
 12


 21 
 22

3

5 > 0; det

2

6
6
4


 11 
 12 
 13


 21 
 22 
 23


 31 
 32 
 33

3

7
7
5 > 0: (43.10)

Si ahora sustituimos los valores de 
 �� , dados p or la relaci�on (43.9) , en la ecuaci�on (43.10)

se obtiene que el tensor m�etrico gik del cuatro{espacio satisface

g00 > 0; det

2

4g00 g01

g10 g11

3

5 < 0; det

2

6
6
4

g00 g01 g02

g10 g11 g12

g20 g21 g22

3

7
7
5 > 0; g < 0: (43.11)

Un espacio m�etrico cuyas comp onentes no satisfacen est�as condiciones carece de sentido

f��sico, es decir, no puede ser generado p or cuerp os masivos de la naturaleza.

Veamos ahora como sincronizar los relo jes en un espacio curvo. En el caso del inter-

cambio de las se ~nales de luz que salen de A, llegan a B y son re
ejadas nuevamente hacia

el punto A, p o demos decir que el evento simultaneo con el punto B, cuyo tiemp o est�a dado
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p or la co ordenada x0
, est�a dado p or la mitad del avance del relo j entre los momentos de

salida y retorno al punto A. En otras palabras, el tiemp o

x0 + d x0 = x0 +
1
2

€
d x0(+) + d x0(-)

Š
; (43.12)

medido en el punto A, est�a sincronizado con el tiemp o x0
que est�a medido en el punto

B. Con ayuda de la ecuaci�on (43.6) se ve entonces que la diferencia de tiemp o d x0
que se

obtiene de sincronizar dos puntos in�nitesimalmente separados en el espacio est�a dado p or

d x0 = - g� d x� : (43.13)

en donde el cuatro{vector g� est�a dado p or

g� :=
g0�

g00
(43.14)

A lo largo de un circuito cerrado, la integral de l��nea que se obtiene de la ecuaci�on (43.13) no

es necesariamente cero. Es claro entonces que no es p osible en primera instancia, sincronizar

los relo jes en un espacio curvo. Esto puede lograrse �unicamente en los casos en los que

las comp onentes del tensor m�etrico sean tales que g0� = 0. Ba jo estas circunstancias es

p osible sincronizar to dos los relo jes lo calizados en una variedad.

El hecho de que no sea p osible sincronizar relo jes en el espacio no es una propiedad

innata a la geometr��a de la variedad (del espacio{tiemp o). Esto se deb e a la arbitrariedad

de las co ordenadas (del sistema de referencia) escogidas. Mediante una transformaci�on de

co ordenadas es p osible, de una in�nidad de maneras, llevar a las comp onentes g0� del

tensor m�etrico a un sistema de referencia donde estas se anulen.

En un espacio plano el tiemp o propio elapsa de manera distinta para dos relo jes que

se mueven uno con resp ecto al otro (cf. secci�on x 11). En el caso de espacios curvos, esto es

cierto incluso para relo jes que est�an en rep oso uno con resp ecto del otro, p ero lo calizados

en puntos diferentes del espacio. Esto signi�ca que el intervalo de tiemp o propio que elapsa

entre dos eventos que o curren en alg �un lugar del espacio y el intervalo de tiemp o que o curre

entre dos eventos simult�aneos a estos dos en otro punto del espacio, di�eren entre si.
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x44. Diferenciaci�on

En un espacio plano de cuatro dimensiones, la diferencial d Ak
de un vector Ak

forma

un vector. Adem�as, la derivada @Ak=@xl forma un tensor. En un espacio curvo esto no es

siempre cierto. Dicho de otro mo do, en un espacio curvo cualquiera no siempre sucede que

la diferencial d Ak
sea un vector y que @Ak=@xl sea un tensor. Para ver esto, consideremos la

transformaci�on del vector Ak
de un sistema de referencia a otro, dada p or la ecuaci�on (42.3) .

La diferencial de esta relaci�on es

d Ak =
@xk

@x0m
d A 0m + d

‚
@xk

@x0m

Œ

A 0m =
@xk

@x0m
d A 0m + A 0m

d xp @2xk

@x0m@xp
: (44.1)

Esta cantidad es un vector si y s�olo si @2xk=@x0m@xp = 0, es decir, si la transformaci�on de

co ordenadas es lineal. La raz�on p or la que la diferencial d Ak
no es un vector en general se

deb e a que esta diferencial representa la diferencia del vector Ak
lo calizado en dos puntos

del espacio in�nitesimalmente separados y, como se ve de la ecuaci�on (42.3) , para distintos

puntos del espacio las comp onentes del vector Ak
se transforman de manera distinta.

Este mismo an�alisis puede hacerse tambi�en para las cantidades @Ak=@xl y debido a la

transformaci�on (42.4) se sigue que esta cantidad no es un tensor en t�erminos generales.

Lo que haremos ahora es buscar un equivalente a la diferencial d Ak
en un espacio

curvo que se comp orte como un vector. Dicho de otro mo do, transformemos al tensor d Ak

descrito en un espacio galileano, a un espacio curvo. En co ordenadas curvil��neas sucede

que para calcular la diferencial de un vector (i.e. la diferencia entre los valores de un

mismo vector lo calizado en dos puntos in�nitesimalmente cercanos) de tal manera que esta

op eraci�on genere un vector, es necesario que los dos valores del vector sean sustra��dos en

el mismo punto del espacio. Adem�as, esta diferencia deb e ser tal que cuando se lleve acab o

en un sistema de co ordenadas galileano, coincida con la diferencial d Ak
. En co ordenadas

galileanas, la op eraci�on requerida coincide con trasladar paralelamente a si mismo a uno de

los vectores desde un punto hasta donde se lo caliza el otro vector. Este transporte paralelo

es justamente lo que hasta ahora haz realizado para calcular la diferencial de dos vectores

lo calizados en un espacio Euclidiano. Debido a las propiedades de un espacio plano, al

trasladar paralelamente en si mismo a un vector de un punto a otro, el valor del vector
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no var��a. Sin embargo, en un espacio curvo, al realizar esta op eraci�on se obtiene que las

comp onentes del vector trasladado paralelamente a si mismo, var��an.

De esta manera, para calcular la \diferencial" de un vector Ak
lo calizado en el punto

xk
del espacio, en co ordenadas curvil��neas, es necesario realizar la siguiente op eraci�on. El

valor del vector Ak
en el punto xk + d xk

est�a dado p or Ak + d Ak
. Si ahora sometemos al

vector Ak
a un desplazamiento paralelo a si mismo, hasta llegar al punto xk + d xk

entonces

el vector tendr�a el valor Ak + �A k
. La diferencia D Ak

que se obtiene de substraer el valor

Ak + �A k
del vector Ak + d Ak

, y que corresp onde al valor de la diferencial en co ordenadas

curvil��neas, est�a dada p or

DA k =
€
Ak + d Ak

Š
-

€
Ak + �A k

Š
= d Ak - �A k : (44.2)

De aqu��, es claro que cuando se tienen co ordenadas galileanas, el desplazamiento para-

lelo del vector Ak
sobre si mismo es tal que �A k = 0 y p or lo tanto la diferencial DA k

corresp onde con el valor d Ak
como se esp era.

La cantidad �A k
p or la cual cambian las comp onentes del vector Ak

al realizar un

transp orte paralelo in�nitesimal dep ende de los valores de las comp onentes del mismo

vector. Debido a que la suma de dos vectores, digamos Ak + Bk
, deb e de transformarse

de la misma manera que cada uno de sus p edazos indep endientes, entonces �
€
Ak + Bk

Š
=

�A k + �B k
. En otras palabras, � es una funci�on lineal. Claramente,

�A k = - � k
lm A l

d xm : (44.3)

Las cantidades � k
lm se denominan los s��mbolos de Christo�el o la conexi�on . Los s��mb olos

de Christo�el son tales que � k
lm = 0 en un sistema galileano, donde �A k = 0. Esto indica

que la conexi�on no representa a un tensor, pues un tensor que es igual a cero en un sistema

de referencia es id�enticamente igual a cero en cualquier otro sistema de referencia. En un

sistema de co ordenadas curvil��neas es p or lo tanto imp osible hacer cero a los s��mb olos de

Christo�el en to do el espacio. Sin embargo, debido al principio de equivalencia, es siempre

p osible escoger un sistema de co ordenadas de tal forma que la conexi�on se anule en una

regi�on su�cientemente p eque ~na del espacio, en donde el espacio es plano y la gravedad ha

sido eliminada lo calmente.

Ante un desplazamiento paralelo, un escalar es invariante. En otras palabras, � ( escalar ) =
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0. El pro ducto escalar AkBk de dos vectores Ak
y Bk

es un escalar y p or lo tanto

�
€
AkBk

Š
= Ak �B k + Bk �A k = 0:

De aqu�� que,

Ak �B k = A i �B i = - Bk �A k = Bk� k
lm A l

d xm ;

y p or lo tanto

�B k = � l
kpBl d xp: (44.4)

De las ecuaciones (44.2) , (44.3) y (44.4) se sigue que

DA k = Ak
;p d xp; DA k = Ak;p d xp; (44.5)

en donde la derivada covariante ( ) ;p del vector contravariante Ak
est�a dada p or

Ak
;p :=

@Ak

@xp
+ � k

mp Am ; (44.6)

y la derivada covariante del vector covariante Ak est�a dada p or

Ak ;p :=
@Ak
@xp

- � m
kpAm : (44.7)

De la ecuaci�on (44.5) se ve que, como d xk
, DA m

y DA r son vectores, las cantidades Ak
;p

y Ak ;p son tensores. Adem�as, en un sistema galileano los s��mb olos de Christo�el son cero

y p or lo tanto la derivada covariante Ak
;p coincide con la derivada @Ak=@xp .

Calculemos ahora la derivada covariante del tensor contravariante A i Bk
formado p or

los pro ductos los vectores Ak
y Bk

,

�
€
A i Bk

Š
= A i �B k + Bi �A k = - A i � k

lm Bl
d xm - Bk � i

lm A l
d xm :

De aqu�� se sigue que la aplicaci�on del op erador � a cualquier tensor contravariante � ik
de

rango 2 est�a dada p or
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� � ik = -
€
� im � k

ml + � mk � i
ml

Š
d xl : (44.8)

Por lo tanto

D� ik = d � ik - �� ik = � ik
;l d xl ; (44.9)

en donde la derivada covariante � ik
;l del tensor � ik

est�a dada p or

� ik
;l =

@�ik

@xl
+ � i

ml �
mk + � k

ml �
im : (44.10)

De manera totalmente an�aloga se puede calcular la derivada covariante de los tensores

� i
k y � ik para obtener

� i
k ;l =

@�i k

@xl
+ � i

ml � m
k - � m

kl � i
m : (44.11)

� ik ;l =
@�ik
@xl

- � m
il � mk - � m

kl � im : (44.12)

A partir de estas relaciones uno puede entonces calcular la derivada covariante de un

tensor de rango n . Esta derivada est�a dada p or la derivada del tensor con resp ecto a las

co ordenadas m�as n t�erminos que son funciones lineales de la conexi�on, es decir,


 :::
::: i:::

k:::
;l =

@
@xl


 :::
:::i:::

k::: + : : : - � m
il 
 :::

:::m:::
k::: + : : : + � k

ml 
 :::
:::i:::

m:::
(44.13)

Debido a que la aplicaci�on del op erador � a un escalar � es igual a cero, entonces la

derivada covariante de un escalar es igual a la derivada con resp ecto a las co ordenadas del

escalar

� ;l =
@�
@xl

: (44.14)

Gracias a la linealidad del op erador � , la derivada covariante es tambi�en una funci�on lineal,

(ApBq);l = BqAp
;l + ApBp ;l : (44.15)
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De�namos a la derivada contravariante () ;l
de un vector Bp

como

Bp ;l = glm Bp
;m ; Bp

;l = glm Bp;m : (44.16)

En otras palabras, la derivada contravariante corresp onde a subir el ��ndice de derivaci�on

covariante.

Tarea 14

La cantidad DA k
de la ecuaci�on (44.5) es un vector contravariante y p or lo tanto se

transforma de acuerdo a la igualdad (42.3) , es decir,

DA k =
@xk

@x0i
(DA ) 0i =

@xk

@x0i

�
@A0i

@x0l
+ � 0i

ml A
0m



d x0l : (44.17)

( i ) Utilizando el hecho de que

A 0m =
@x0m

@xk
Ak ;

@
@x0l

=
@xm

@x0l
@

@xm
;

muestra que la ecuaci�on (44.17) toma la forma

DA i =
@xi

@x0k

�
@xm

@x0l
@2x0k

@xm@xn
An +

@xm

@x0l
@x0k

@xn
@An

@xm
+ � 0k

ml
@x0m

@xs
As



@x0l

@xq
d xq: (44.18)

( i i ) Compara la ecuaci�on (44.18) con la relaci�on (42.3) y muestra que

� i
kl = � 0m

rp
@xi

@x0m
@x0r

@xk
@x0p

@xl
+

@2x0m

@xk@xl
@xi

@x0m
: (44.19)

De aqu�� se ve que los s��mb olos de Christo�el se comp ortan como un tensor solamente

cuando el segundo t�ermino del lado derecho de la ecuaci�on se anula, es decir, cuando la

transformaci�on de un sistema co ordenado a otro es lineal. Este segundo t�ermino es adem�as

sim�etrico en los ��ndices k y l , p or lo tanto las comp onentes del ob jeto Si
kl := � i

kl - � i
lk se

transforman como un tensor, es decir,
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Si
kl =

@xi

@x0r
@x0s

@xk
@x0t

@xl
S0r

st : (44.20)

Debido a que Si
kl = 0 para un sistema galileano y utilizando la ecuaci�on (44.20) , es claro

que el valor de este tensor es cero en cualquier otro sistema de co ordenadas. Esto signi�ca

que

� k
lm = � k

ml ; (44.21)

es decir, la conexi�on es sim�etrica en sus ��ndices inferiores. En futuras aplicaciones escribi-

remos a los s��mb olos de Christo�el con to dos sus ��ndices aba jo como

� klm = gkp � p
lm : (44.22)

El vector covariante DA k est�a relacionado con el vector contravariante DA k
p or la

relaci�on DA k = gkl DA l
, como sucede para cualquier vector. Debido a que Ak = gkpAp

entonces DA k = gkpDA p + ApDg kp . Con esto se obtiene que Dg kl = 0 o bien que la

derivada covariante del tensor m�etrico es cero, es decir,

gkp;l = 0: (44.23)

Utilizando la ecuaciones (44.12) y (44.23) se obtiene que

@gpk;l

@xl
= � kpl + � pkl ;

@glp
@xk

= � pkl + � lpk ; -
@gkl

@xp
= - � lkp - � klp :

La suma de estas tres ecuaciones nos da la relaci�on entre los s��mb olos de Christo�el y el

tensor m�etrico

� pkl =
1
2

�
@gpk

@xl
+

@gpl

@xk
-

@gkl

@xp

�
: (44.24)

Utilizando la ecuaci�on (44.22) p o demos subir el ��ndice de la relaci�on (44.24) para obtener

� p
kl =

1
2

gpm
�

@gmk

@xl
+

@gml

@xk
-

@gkl

@xm

�
: (44.25)

Estas dos �ultimas ecuaciones muestran que las derivadas del tensor m�etrico generan
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a los s��mb olos de Christo�el. Debido a que las cantidades gik representan al p otencial

gravitacional (cf. secci�on x 40), entonces la cantidad � i
kl es como \la fuerza" que se ejerce

sobre una part��cula de prueba que se mueve en un camp o gravitacional.

Calculemos ahora la diferencial d g del determinante g del tensor m�etrico gkl . El deter-

minante de esta matriz est�a dado p or

d ( det gik ) = ( d g00 � menor de g00) + ( d g01 � menor de g01) + : : : (44.26)

Como la matriz formada p or las cantidades gik
es la matriz inversa de gik entonces gik

es la matriz formada p or los menores de gik dividida p or el det gik = g . Por lo tanto, los

menores de la cantidad gik est�an dados p or g gik
. Con esto, la ecuaci�on (44.26) se simpli�ca

a

d g = d ( det gik ) = g gik
d gik : (44.27)

Ahora bien, como gik gik = � p
p = 4, entonces gik d gik = - gik

d gik . De aqu�� que la

ecuaci�on (44.27) tome la forma

d g = d ( det gik ) = - g gik d gik : (44.28)

La contracci�on del primero y tercer ��ndice de los s��mb olos de Christo�el est�a dada p or

� i
ki =

1
2

gim
�

@gmk

@xi
+

@gmi

@xk
-

@gki

@xm

�
=

1
2

gim @gmi

@xk
: (44.29)

Dividiendo la ecuaci�on (44.28) p or d xk
se obtiene que @g=@xk = ggim @gim =@xk . Sustitu-

yendo este valor en la ecuaci�on (44.29) se obtiene que

� i
ki =

1
2g

@g
@xk

=
@

@xk
ln

p
- g: (44.30)

Tarea 15

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x44 DIFERENCIACI �ON 203

( i ) La contracci�on de los ��ndices inferiores en los s��mb olos de Christo�el est�a dada p or

gkl � i
kl =

1
2

gkl gim
�

@gmk

@xl
+

@gml

@xk
-

@gkl

@xm

�
: (44.31)

Para simpli�car esta relaci�on muestra primero que

gkl � i
kl = gkl gim

�
@gmk

@xl
-

1
2

@gkl

@xm

�
; (44.32)

@gil

@xl
= - gkl gim @gmk

@xl
: (44.33)

Con estas dos ecuaciones y utilizando la relaci�on (44.27) muestra que la ecuaci�on (44.31)

se escrib e simplemente como

gkl � i
kl = -

1
p

- g
@

@xl
€p

- ggil
Š

: (44.34)

( i i ) Utilizando el hecho de que gil glk = � k
i muestra que

gil
@glk

@xm
= - glk @gil

@xm
; (44.35)

y p or lo tanto, utilizando el hecho de que la derivada covariante del tensor m�etrico

es cero {cf. ecuaci�on (44.23) , entonces

@gik

@xl
= - � i

ml g
mk - � k

ml g
im : (44.36)

Esta �ultima ecuaci�on expresa la derivada del tensor m�etrico en funci�on del mismo

tensor m�etrico y la conexi�on.

( i i i ) Si Ak
es un vector, � kl

es un tensor antisim�etrico y 
 kl
es un tensor sim�etrico,
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muestra que

Ap
;p =

1
p

- g
@

@xp
€
App

- g
Š

; (44.37)

� ik
;k =

1
p

- g
@

@xk
€
� ik p

- g
Š

(44.38)


 i
k

;k =
1

p
- g

@
@xk

€

 i

kp
- g

Š
-

1
2


 kl @gkl

@xi
: (44.39)

En co ordenadas curvil��neas el divergente del vector A i
se transforma en A i

;i . Por

lo tanto, la ecuaci�on (44.37) representa al divergente en co ordenadas curvil��neas

del vector A i
. Es claro adem�as que como A i ;k - Ak;i = @Ai =@xk - @Ak=@xi , enton-

ces esta cantidad tiene la misma forma que en co ordenadas cartesianas. Y como

@Ai =@xk - @Ak=@xi es un tensor antisim�etrico, entonces A i ;k - Ak;i es tambi�en un

tensor antisim�etrico.

( iv ) En co ordenadas galileanas, el Laplaciano �� de un escalar � est�a dado p or @2�=@xk@xk .

En co ordenadas curvil��neas, esta cantidad se transforma en � ;k
;k . Muestra que

�� = � ;k
;k =

1
p

- g
@

@xi

� p
- g gik @�

@xk

�
: (44.40)

El teorema de Stokes visto en la secci�on x 42 puede ser escrito en o casiones de manera un

p o co m�as elegante utilizando las relaciones anteriores. En efecto, debido a que la integral

sobre una hip ersup er�cie de tres dimensiones se transforma a una integral sobre el cuatro{

volumen mediante la regla d Si ! d 
 @=@xi y p or lo tanto

A i
d Si ! d 


@Ai

@xi
; o bien,

€
A i p - g

Š
d Si ! d 


@
@xi

€
A i p - g

Š
:

Con esto y utilizando la ecuaci�on (44.37) se obtiene el teorema de Gauss est�andard en

espacios curvos

	
Z

Akp
- g d Sk =

Z
Ak

;k
p

- g d 
 (44.41)
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x45. Movimiento de una part��cula

Como vimos en la secci�on x 14, en relatividad esp ecial, una part��cula de masa m se

mueve ob edeciendo al principio de m��nima acci�on. La part��cula se mueve de tal forma que

su acci�on S corresp onde a un m��nimo para trayectorias su�cientemente p eque ~nas. Dicho

de otro mo do, la l��nea de universo de la part��cula deb e corresp onder a un extremo entre

dos puntos del espacio{tiemp o, es decir,

�S = - mc�
Z

d s = 0; (45.1)

Un camp o gravitacional representa un cambio en la estructura del espacio{tiemp o plano, es

decir, representa un cambio en el intervalo d s. Por esta raz�on, la ecuaci�on (45.1) es cierta

tambi�en para una part��cula que se mueve a lo largo de un camp o gravitacional. En un

camp o gravitacional la trayectoria de la part��cula se lleva acab o de tal forma que los puntos

sobre esta misma alcanzan un extremo. Esta trayectoria se le denomina geod�esica . En

ausencia de camp os gravitacionale s, las geo d�esicas corresp onden a l��neas rectas que implica

un movimiento uniforme y rectil��neo. Cuando se consideran camp os gravitacionale s, las

geo d�esicas no son trayectorias rectil��neas, sino que son trayectorias curvas (extremas) las

cuales implican que el movimiento de la part��cula es no{uniforme y no{rectil��neo.

Para calcular la ecuaci�on de movimiento en un camp o gravitacional, dada p or la ecua-

ci�on (45.1) , generalicemos el resultado obtenido al variar la acci�on para el caso de un

espacio plano en ausencia de camp os gravitacionale s. En relatividad esp ecial la ecuaci�on

de movimiento de una part��cula est�a dada p or la ecuaci�on (14.7) , es decir, d u i = 0. Cla-

ramente esta relaci�on deb e transformarse a D u i = 0 en el caso de un espacio curvo. El

op erador D est�a dado p or la ecuaci�on (44.5) y p or lo tanto la trayectoria de la part��cula

en un camp o gravitacional est�a dada p or

d u i + � i
kl u

k
d xl = 0:

Dividiendo esta �ultima ecuaci�on p or d s y utilizando el hecho de que la velo cidad u i =

d xi =d s se obtiene que

d

2xi

d s2 + � i
kl

d xk

d s
d xl

d s
= 0: (45.2)
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Esta es la ecuaci�on buscada y se denomina la ecuaci�on geod�esica . Geom�etricamente re-

presenta la trayectoria de longitud m��nima entre dos puntos de un espacio curvo. Esta

ecuaci�on muestra que el movimiento de una part��cula no se lleva a cab o de manera unifor-

me y rectil��nea cuando esta �ultima se mueve ba jo la in
uencia de un camp o gravitacional.

En comp onentes covariantes, la ecuaci�on geo d�esica toma la forma Du i = 0. Utilizando

la ecuaci�on (44.5) esta relaci�on se transforma en

d

2xi

d s2 - � ikl
d xk

d s
d xl

d s
= 0: (45.3)

Esta ecuaci�on se reduce considerablemente utilizando la ecuaci�on (44.24) para obtener

d

2xi

d s2 -
1
2

@gkl

@xi
d xk

d s
d xl

d s
= 0: (45.4)

La cuatro{aceleraci�on de una part��cula de masa m est�a dada p or d u i =d s. Por lo tanto,

de acuerdo a la ecuaci�on (45.2) , la cuatro{fuerza que se ejerce sobre esta part��cula est�a da-

da p or - m� i
kl u

ku l
. Debido a que los s��mb olos de Christo�el est�an determinados p or las

derivadas del tensor m�etrico con resp ecto a las p osiciones, p o demos decir que las cantida-

des gik representan el \p otencial" del camp o gravitacional. Esto ya hab��a sido p ercibido

a trav�es de la ecuaci�on (40.7) en donde se mostr�o que la correcci�on relativista al camp o

gravitacional Newtoniano signi�ca que g00 � 1 + 2�= c2
.

La ecuaci�on (45.2) puede escribirse como

d

2xi

d s2 = � i
kl

d xk

d s
d xl

d s
: (45.5)

El lado derecho de esta ecuaci�on tiene que ver con los camp os gravitacionales y p or lo tanto

es una forma de describir la curvatura del espacio{tiemp o. El lado izquierdo representa la

aceleraci�on o los movimientos de part��culas materiales sobre un camp o gravitacional. De

aqu�� que \ la curvatura del espacio le indique a las masas como moverse ".

�

Esta es la

interpretaci�on geometro din�amica de la ecuaci�on geo d�esica.

En el l��mite Newtoniano el Lagrangiano L de una part��cula de masa m que se mueve

en un espacio plano est�a de�nida en la ecuaci�on (14.4) . Si existe un camp o gravitacional,

el Lagrangiano de una part��cula de prueba en este mismo l��mite toma la forma
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L = - mc2 +
1
2

m v

2 - m�; (45.6)

en donde � es el p otencial escalar gravitacional. De esta manera, la acci�on S de una

part��cula que se mueve en un camp o gravitacional est�a dada p or

S =
Z

L d t = - mc
Z ‚

c -
v

2

2c
+

�
c

Œ

d t: (45.7)

Comparando esto con la ecuaci�on (45.1) , i.e. S = - mc
R

d s, se obtiene que en el caso l��mite

Newtoniano el intervalo est�a dado p or

d s =

‚

c -
v

2

2c
+

�
c

Œ

d t: (45.8)

Elevando esta ecuaci�on al cuadrado y despreciando t�erminos que tienden a cero cuando

c ! 1 se obtiene que

d s2 =
�

1 +
2�
c2

�
c2

d t 2 - d l 2: (45.9)

En esta ecuaci�on hemos escrito la velo cidad de la part��cula v = d l =d t . La ecuaci�on (45.9)

muestra que la primera correcci�on relativista a la m�etrica del espacio{tiemp o con gravita-

ci�on es tal que

g00 � 1 +
2�
c2 ; (45.10)

y que g�� = � �� , g0� = 0. Esto ya hab��a sido antes calculado p or otro m�eto do en la

secci�on x 40.

x46. Ecuaciones del campo gravitacional

La manera en la que de�nimos el transp orte paralelo de un vector fue pidiendo que

este mismo fuera tal que cuando se efectuara la op eraci�on en un espacio in�nitesimalmente

p eque ~no con co ordenadas galileanas, entonces las comp onentes del vector p ermanecer��an

�jas (cf. secci�on x 44).

Consideremos un conjunto de puntos xi (s) en un espacio curvo que forman una l��nea
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cuyo elemento de arco es s. Debido a que d s2 = d xi
d xi , el vector tangente unitario a esta

curva es u i = d xi =d s. Si esta l��nea es adem�as una geo d�esica, entonces D u i = d u i - �u i = 0.

Esto signi�ca que �u i = d u i
. Al transp ortar paralelamente a si mismo al vector u i

que se

encuentra en la p osici�on xi
hasta la p osici�on xi + d xi

se obtiene el vector u i + �u i = u i + d u i
.

En otras palabras, el vector tangente u i
lo calizado en el punto xi

y trasladado paralelamente

a si mismo a lo largo de una geo d�esica coincide con el vector tangente u i + d u i
a la geo d�esica

en el punto xi + d xi
.

Geom�etricamente es claro

y
que al hacer un transp orte paralelo de dos vectores, el \�angu-

lo" entre ellos no var��a. De aqu�� se sigue en particular que el �angulo entre un vector cual-

quiera v

k
y el vector tangente a la curva uk

p ermanece igual cuando v

k
es transp ortando

paralelamente a lo largo de una geo d�esica. Esto signi�ca que al transp ortar paralelamente

a un vector a lo largo de una geo d�esica sus comp onentes no cambian.

Consideremos una variedad de dos dimensiones como la que se muestra en la Figu-

ra VI.3. Si el contorno cerrado ABCD est�a formado p or geo d�esicas, entonces al transp ortar

paralelamente al vector 1 a lo largo del contorno se obtienen los vectores 2, 3, 4 y 5. El vec-

tor 5 es el resultado de efectuar el transp orte paralelo del vector 1 en el contorno cerrado,

partiendo desde el punto A. En el caso m�as general, el vector 1 y el vector 4 no coinciden

entre si. Esto signi�ca que en un espacio curvo el transp orte paralelo de un vector a partir

de un punto dado hasta otro, arro ja un resultado distinto si el traslado se hace a lo largo

de trayectorias diferentes.

Sup ongamos ahora que un vector Ak es transp ortado paralelamente a lo largo de un

contorno de geo d�esicas cerrado in�nitesimalmente p eque ~no. Al regresar a su p osici�on ori-

ginal en el contorno, el vector Ak ha cambiado y tiene el valor Ak + �A k . Es claro que este

cambio est�a dado p or la integral

H
�A k tomada a lo largo del contorno cerrado. Con esto y

debido a la ecuaci�on (44.4) se obtiene que

�A k =
I

� i
ml A i d xl : (46.1)

Utilizando el teorema de Stokes (13.28) en esta �ultima ecuaci�on y debido a que el contorno

y
Algebraicamente tambi�en es claro, basta tomar dos vectores u i

y v

i
y transp ortarlos paralelamente

para obtener u i + �u i
y v

i + � v

i
. Con esto es claro que u i

v i =
�
u i + �u i � ( v i + � v i ) despreciando t�erminos

de orden sup erior. De aqu�� se sigue de inmediato que el \�angulo" entre dos vectores cualesquiera u i
y v

i

se conserva al hacer un transp orte paralelo.
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A

B

C

D

1

3

4

5

2

Figura VI.3: Sobre una variedad en dos dimensiones (l��nea punteada) se ha dibujado

un contorno cerrado formado p or geo d�esicas (l��nea continua). Sometamos al vector 1 a un

transp orte paralelo de A hasta B y luego hasta C, continuando hasta D para �nalmente

regresar a A. Debido a que el transp orte paralelo de un vector sobre una geo d�esica pre-

serva el �angulo con el vector tangente a la geo d�esica, entonces el vector 1 se transp orta

paralelamente hasta llegar al vector 2 en el punto B. Al transp ortar a este vector de B a

C, �este se convierte en el vector 3. Al hacer el transp orte paralelo del vector 3 que est�a lo-

calizado en C, este vector se transforma en el vector 4 al llegar al punto D. Finalmente al

transp ortar paralelamente en si mismo el vector 4 desde el punto D hasta el punto A se

obtiene el vector 5 que en t�erminos generales, no coincide con el vector 1.

es in�nitesimalmente p eque ~no se obtiene aproximadamente que

�A k �
1
2

�
@

@xl
€
� i

km A i

Š
-

@
@xm

€
� i

km A i

Š

�f lm : (46.2)

A primer orden de aproximaci�on, como DA i = 0 alrededor de un contorno cerrado,

entonces la ecuaci�on (44.5) implica que

@Ai
@xl

� � n
il An ; (46.3)
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dentro del contorno de integraci�on. Sustituyendo la ecuaci�on (46.3) en la igualdad (46.2)

se obtiene que

�A k �
1
2

Ri
klm A i �f lm ; (46.4)

en donde el tensor de curvatura o tensor de Riemann Ri
klm de rango cuatro est�a dado

p or

Ri
klm =

@�ikm

@xl
-

@�ikl

@xm
+ � i

nl � n
km - � i

nm � n
kl : (46.5)

Las cantidades Ri
klm forman un tensor. Esto se deb e a que como el lado izquierdo de la

ecuaci�on (46.4) forma un vector, y �f lm
es un tensor, entonces necesariamente Ri

klm es un

tensor.

Tarea 16

( i ) Si A i es un vector covariante, de�ne su segunda derivada covariante como A i ;k;l :=

(A i ;k) ;l y muestra mediante calculo directo que

A i ;k;l - A i ;l ;k = AmRm
ikl : (46.6)

( i i ) Muestra utilizando la ecuaci�on (46.6) (o de alguna otra manera, p or ejemplo mediante

el c�alculo directo) y la linealidad de la derivada covariante, que si A i y Bk son dos

vectores covariantes entonces

(A i Bk) ;l ;m - ( A i Bk);m;l = An BkRn
ilm + A i BnRn

klm : (46.7)

De aqu�� concluye que to do tensor covariante � ik satisface la relaci�on

� ik ;l ;m - � ik ;m;l = � nk Rn
ilm + � in Rn

klm : (46.8)

En el caso de un espacio plano, los s��mb olos de Christo�el son id�enticamente iguales a

cero y p or lo tanto el tensor de Riemann es igual a cero en to do el espacio. Debido a que
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Ri
klm es un tensor, entonces si Ri

klm = 0 en un sistema de referencia, este tensor ser�a igual

a cero en cualquier otro sistema de referencia. Esto quiere decir que cuando el espacio es

plano, entonces Ri
klm = 0 en to do el espacio. Inversamente, si Ri

klm = 0 en to do el espacio

entonces �A k dado p or la ecuaci�on (46.4) es cero y p or lo tanto el transp orte paralelo de un

vector alrededor de un contorno cerrado lo regresa a su misma p osici�on. En otras palabras,

lo calmente el espacio es plano y como esto mismo puede hacerse para cualquier punto del

espacio, entonces el espacio en su totalidad es Euclidiano. Esto muestra que Ri
klm = 0 si y

s�olo si el espacio es plano.

En el caso de un espacio curvo uno puede hacer � i
kl = 0 en una regi�on su�cientemente

p eque ~na del espacio, p ero las derivadas @�ikl =@xp no ser�an nulas en to do el espacio y p or

lo tanto Ri
klm no necesariamente es cero en to do el espacio.

Tarea 17

( i ) El tensor de Riemann con to dos sus ��ndices aba jo est�a dado p or Riklm = gin Rn
klm .

Muestra que

Riklm =
1
2

�
@2gim

@xk@xl
+

@2gkl

@xi @xm
-

@2gkm

@xi @xl
-

@2gil

@xk@xm



+ gnp

€
� n

kl � p
im - � n

km � p
il

Š
:

(46.9)

De la ecuaci�on (46.9) se siguen las propiedades de simetr��a del tensor de Riemann

Riklm = - Rkilm = - Rikml = Rlmik : (46.10)

Utilizando las propiedades de antisimetr��a que se muestran en la ecuaci�on (46.10) se obtiene

que cualquier comp onente que tenga los dos primeros ��ndices rep etidos, o los dos �ultimos

��ndices rep etidos es igual a cero. La ecuaci�on (46.9) implica tambi�en que

Riklm + Rimkl + Rilmk = 0: (46.11)

En un sistema de co ordenadas galileano, la derivada covariante ( ) ;k se convierte en

la derivada ordinaria @=@xk
y los s��mb olos de Christo�el (p ero no necesariamente sus

derivadas) se anulan. Por lo tanto, en un sistema de co ordenadas galileano
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Rn
ikl ;m =

@Rn ikl

@xm
=

@2� n
il

@xm@xk
-

@2� n
ik

@xm@xl
: (46.12)

De esta manera se ve que

Rn
ikl ;m + Rn

imk ;l + Rn
ilm ;k = 0; (46.13)

para un sistema de referencia galileano. Sin embargo, debido a que Ri
klm es un tensor,

entonces la ecuaci�on (46.13) es v�alida para cualquier espacio curvo. La relaci�on (46.13) se

cono ce como la identidad de Bianchi .

Se de�ne el tensor de Ricci Rik como la contracci�on del primer y tercer ��ndice del

tensor de Riemann, es decir, utilizando la ecuaci�on (46.5) este tensor est�a dado p or

Rik := glm Rlimk = Rl
ilk =

@�lik
@xl

-
@�lil
@xk

+ � l
ik � m

lm - � m
il � l

km : (46.14)

De esta �ultima igualdad y la ecuaci�on (44.30) se ve que el tensor de Ricci es sim�etrico, es

decir,

Rik = Rki : (46.15)

Finalmente de�namos el escalar de Ricci o la curvatura escalar del espacio R como la

contracci�on del tensor de Ricci, es decir,

R := Ri
i = gil gkm Riklm = Rik

ik : (46.16)

Puede mostrarse que la curvatura del espacio{tiemp o es prop orcional al escalar de Ricci (cf.

secci�on x 47 como ejemplo en el caso de espacios isotr�opicos). Utilizando la de�nici�on del

escalar de Ricci de la ecuaci�on (46.16) y la identidad de Bianchi se sigue que el divergente

del tensor de Ricci en co ordenadas curvil��neas est�a dado p or

Rl
m;l =

1
2

@R
@xm

: (46.17)

Lo que falta ahora es utilizar el principio de m��nima acci�on para encontrar las ecuaciones

del camp o gravitacional. Esto se hace de la misma manera que como lo hicimos para

encontrar el segundo par de ecuaciones de Maxwell en la secci�on x 17. En el caso de camp os
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gravitacionales, esto no es tan directo y requiere c�alculos que van un p o co m�as all�a de

nuestros ob jetivos en este curso. Por lo tanto �unicamente mencionaremos los pasos b�asicos

para encontrar estas ecuaciones.

El principio de m��nima acci�on aplicado a camp os nos dice que la variaci�on �S de la

acci�on total S es tal que

�S = � (S
m

+ S
f

+ S
mf

) = 0; (46.18)

en donde S
m

es la acci�on corresp ondiente a las part��culas materiales que se mueven sobre

el camp o gravitacional dado y est�a dada p or la ecuaci�on (45.1) . La acci�on S
f

es la acci�on

del camp o gravitacional y S
mf

es la acci�on que representa a la interacci�on de las part��culas

materiales con el camp o. Como mencionamos en el cap��tulo I I I, sup onemos que la acci�on

�S
m

= 0 {pues esta condici�on representa la trayectoria de las part��culas (que se sup one ya

cono cida) dado el camp o gravitacional. Es un resultado b�asico de la relatividad general,

p ero complicado, el mostrar que

�S
mf

=
1
2c

Z
Tik �g ik p

- g d 
; (46.19)

�S
f

= -
c3

16�G

Z �
Rik -

1
2

gik R
�

�g ik p
- g d 
; (46.20)

donde las integrales son tomadas sobre to do el espacio{tiemp o. Sustituyendo estas dos

�ultimas ecuaciones en la variaci�on de la acci�on (46.18) con �S
m

= 0, se obtiene que

-
c3

16�G

Z �
Rik -

1
2

gik R-
8�G
c4 Tik

�
�g ik p

- g d 
 = 0: (46.21)

Debido a que la m�etrica fue escogida de manera arbitraria, entonces la variaci�on de la

misma, i.e. �g ik
, es tambi�en arbitraria y p or lo tanto necesariamente se obtiene que el

t�ermino entre par�entesis dentro de la integral (46.21) es id�enticamente igual a cero, es

decir,

Rik -
1
2

gik R =
8�G
c4 Tik ; (46.22)

que son las ecuaciones diferenciales que satisface la m�etrica gik (o el camp o gravitacional),
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y se denominan frecuentemente como las ecuaciones de Einstein .

El lado derecho de la ecuaci�on (46.22) es el tensor de energ��a{momento y vagamente

p o demos decir que representa a las masas del sistema. El lado izquierdo de esta misma

ecuaci�on est�a formado p or cantidades que son funciones de la curvatura del espacio{tiemp o.

Las ecuaciones de Einstein nos dicen que la curvatura del espacio{tiemp o y las masas est�an

relacionadas de la manera particular que se muestra en la ecuaci�on (46.22) . Mas aun, esta

relaci�on nos est�a diciendo que \ las masas (lado derecho de la ecuaci�on (46.22) ) le dicen

al espacio{tiempo como curvarse (lado izquierdo de la ecuaci�on (46.22) ".

Combinando la interpretaci�on de la ecuaci�on geo d�esica vista en la secci�on x 45 con lo

interpretado p or las ecuaciones de Einstein, p o demos decir entonces que: \ las masas le

dicen al espacio como curvarse (ecuaciones de Einstein) y la curvatura del espacio

le dice a las masas como moverse (ecuaci�on geod�esica) "

y
. Esta acci�on{reacci�on entre

el espacio{tiemp o y las masas es de suma imp ortancia y resulta tan compleja que las

ecuaciones de Einstein no son lineales. Esto signi�ca que el principio de sup erp osici�on no

es v�alido en relatividad general. En otras palabras, si gik y g0
ik son dos m�etricas que son

soluciones a las ecuaciones de Einstein, entonces la suma gik + g0
ik no es necesariamente

una soluci�on de las ecuaciones de Einstein.

Las ecuaciones de Einstein con uno de sus ��ndices arriba toman la forma

Rk
i -

1
2

R� k
i =

8�G
c4 Tk

i : (46.23)

La contracci�on de esta ecuaci�on es

R = -
8�G
c4 Ti

i ; (46.24)

y p or lo tanto, sustituyendo este valor en la ecuaci�on (46.22) se obtiene otra forma para

las ecuaciones de Einstein

Rik =
8�G
c4

�
Tik -

1
2

Tp
p gik

�
: (46.25)

y
En el caso del electromagnetismo, el equivalente a la ecuaci�on geo d�esica es la fuerza de Lorentz y

el equivalente a las ecuaciones de Einstein, son las ecuaciones de Maxwell. En este caso uno puede decir

que la distribuci�on en el espacio de las cargas le dice a los camp os electromagn�eticos como comp ortarse

(ecuaciones de Maxwell) y la intensidad de los camp os electromagn�eticos le dice a las cargas como moverse

(ecuaci�on de Lorentz).
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El divergente generalizado (contracci�on de la derivada covariante) de la ecuaci�on (46.23)

est�a dado p or

Rk
i ;k -

1
2

R;k =
8�G
c4 Tk

i ;k : (46.26)

Utilizando la ecuaci�on (46.17) obtenemos entonces que la divergencia en co ordenadas cur-

vil��neas del tensor de energ��a{momento es id�enticamente igual a cero, es decir,

Ti
k;i = 0: (46.27)

Esta �ultima relaci�on es clara, pues al transformar a un sistema de co ordenadas curvil��neo

la ecuaci�on (19.6) que deb e satisfacer el tensor de energ��a{momento en un espacio plano,

se deb e obtener la ecuaci�on (46.27) .

En ausencia de camp os y materia, i.e. en el vac��o, la ecuaci�on (46.26) implica que

Rik = 0. Esto no necesariamente signi�ca que el espacio{tiemp o es plano pues para tal

condici�on es necesario que el tensor de Riemann Ri
klm sea id�enticamente igual a cero en

to do el espacio.

x47. Espacios isotr�opicos curvos

A manera de ejemplo y con la idea de aplicar los resultados obtenidos en esta secci�on a

cosmolog��a, calculemos la m�etrica para espacios isotr�opicos curvos, es decir, de curvatura

constante. De hecho, un espacio isotr�opico es necesariamente homog�eneo. En efecto, si

cada punto del espacio se ve igual que cualquier otro en to das las p osibles direcciones,

entonces dada una direcci�on esp ecial el espacio se ver�a igual en cualquier punto sobre una

trayectoria que represente esta direcci�on.

Comencemos p or encontrar la m�etrica del espacio isotr�opico m�as simple que existe, la

esfera. La manera m�as simple de encontrar las propiedades de este espacio de dos dimensio-

nes es sumergi�endolo en un espacio de una dimensi�on mayor, es decir, de tres dimensiones.

Esto se muestra en la Figura (VI.4). Sobre la sup er�cie de la esfera de�namos dos co or-

denadas, � y ' . La co ordenada � corresp onde a la distancia medida desde el p olo norte

de la esfera hasta un determinado punto P. Esta distancia corresp onde a la longitud de

una geo d�esica medida desde el p olo norte y las geo d�esicas en una esfera corresp onden a

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio
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segmentos de c��rculos con origen en el centro de la esfera. La co ordenada ' es el �angulo

azimutal.

PSfrag replacements

d '

d �

d �

d l

R
c

d

P

�
d �

Figura VI.4: Sobre la 2{esfera se de�nen dos co ordenadas, � y ' . La co ordenada � es

medida a partir del p olo norte y se mueve sobre un circulo m�aximo hacia aba jo como lo

muestra la �gura. La co ordenada ' corresp onde al �angulo azimutal. La co ordenada � es

el �angulo p olar y R
c

es el radio de la esfera. Dado un punto P sobre la esfera, el elemento

de longitud d l de la misma est�a dado p or d l 2 = d � 2 + d � 2
.

De la Figura VI.4 se ve que un elemento de longitud d l sobre la sup er�cie de la 2{esfera

medido a partir del punto P est�a dado p or d l 2 = d � 2 + d � 2
. Si � es el �angulo p olar, es claro

entonces que d � = R
c

d � y que d � = R
c

sin � d ' . Por esta raz�on el elemento de longitud

sobre la sup er�cie de la 2{esfera est�a dado p or

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x47 ESPACIOS ISOTR �OPICOS CURVOS 217

d l 2 = R2
c

d � 2 + R2
c

sin

2 � d ' 2: (47.1)

Una variedad cualquiera de dos dimensiones puede aproximarse lo calmente a la sup er-

�cie de la 2{esfera. Si R
c

es el radio de la esfera que aproxima a la sup er�cie, i.e. el radio

de curvatura de la sup er�cie evaluada en el punto de aproximaci�on, entonces la m�etrica

de la variedad de dos dimensiones est�a dada p or la ecuaci�on (47.1) . Cuando el espacio es

isotr�opico el radio de curvatura es una constante en to do el espacio.

Escribamos la m�etrica (47.1) de manera diferente intro duciendo la coordenada de la

medida de la distancia � de�nida p or

� := R
c

sin

• �
R

c

‹
: (47.2)

Con esto, la ecuaci�on (47.1) toma la forma

d l 2 =
d � 2

1 - �� 2 + � 2
d ' 2; (47.3)

en donde la curvatura Gaussiana o curvatura escalar � de la esfera est�a dada p or � = 1=R2
c

.

El elemento de distancia � d ' es ortogonal al elemento de distancia d � como lo muestra la

ecuaci�on (47.3) . Por lo tanto, la distancia diametral angular � d ' representa la longitud

de un segmento de l��nea que subtiende un �angulo ' a la distancia � .

Consideremos ahora un espacio isotr�opico de tres dimensiones. Las co ordenadas natura-

les a utilizar son la co ordenada radial � , el �angulo p olar � y el �angulo azimutal ' . Cualquier

sup er�cie de dos dimensiones contenida en un espacio de tres dimensiones isotr�opico es

tambi�en isotr�opica y su m�etrica est�a dada p or la ecuaci�on (47.3) . En co ordenadas esf�eri-

cas cualquier desplazamiento angular d 
 en la direcci�on ortogonal a la direcci�on radial

est�a dado p or

y

d 
 2 = d � 2 + sin

2 � d ' 2; (47.4)

Con esto y generalizando la ecuaci�on (47.1) , el elemento de longitud para un espacio de

tres dimensiones isotr�opico est�a dado p or

y
<Cuidado! En esta notaci�on 
 no representa al �angulo s�olido. Aqu�� 
 es un desplazamiento angular

que o curre en tres dimensiones, es decir, un desplazamiento angular sobre un �angulo s�olido dado.
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d l 2 = d � 2 + R
c

sin

2
• �

R
c

‹
d 
 2 =

d � 2

1 - �� 2 + � 2
d 
 2: (47.5)

La m�etrica de Minkowski para cualquier espacio curvo isotr�opico queda entonces de-

terminada de la siguiente manera

d s2 = c2
d t 2 - d � 2 - R

c

sin

2
• �

R
c

‹
d 
 2 = c2

d t 2 -
d � 2

1 - �� 2 - � 2
d 
 2: (47.6)

Otra manera de encontrar la m�etrica del 3{espacio isotr�opico, descrita p or la ecua-

ci�on (47.5) es la siguiente. La m�etrica del 3{espacio est�a dada p or la relaci�on (43.8) . Debido

a la isotrop��a del espacio, el tensor de Riemann

(3)R�
��� del tres espacio deb e ser �unica-

mente expresable en t�erminos de tensores que no dep endan del lugar donde se encuentren

y/o que tengan una direcci�on privilegiada. Los dos tensores que satisfacen esta condici�on

son el tensor de Levi{Civita � ��� y el tensor m�etrico 
 �� . Puede mostrarse que el tensor

de Riemann de un espacio isotr�opico dep ende �unicamente del tensor m�etrico y p or lo tanto

tiene la forma

(3)R���� = � (
 �� 
 �� - 
 �� 
 �� ) ; (47.7)

en donde � es la curvatura del tres espacio como veremos m�as adelante. Sin embargo esto

es claro puesto que el tensor de Ricci en este caso est�a dado p or R�� = 2�
 �� y p or lo

tanto el escalar de Ricci (o la curvatura escalar) est�a dada p or

R = 6�: (47.8)

Para calcular la m�etrica del 3-espacio isotr�opico consideremos una analog��a. Identi�que-

mos al tres{espacio con una hip eresfera sumergida en un espacio de cuatro dimensiones.

Esto es como el map eo uno a uno de to dos los puntos del plano euclidiano a la sup er-

�cie de la dos esfera que se utiliza extensamente en el estudio de la variable compleja.

La hip eresfera tiene un radio de curvatura R
c

p ositiva y su ecuaci�on anal��tica satisface la

igualdad

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = R2
c

; (47.9)

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x47 ESPACIOS ISOTR �OPICOS CURVOS 219

en donde x1; x2; x3; y x4 representan co ordenadas del cuatro espacio. Cab e hacer notar

que este cuatro espacio no tiene nada que ver con el espacio{tiemp o. Es simplemente un

cuatro{espacio euclidiano con signatura ( + ; + ; + ; + ) cuya m�etrica est�a dada p or

d l 2 = d x2
1 + d x2

2 + d x2
3 + d x2

4: (47.10)

Sustituyendo la relaci�on (47.9) en la igualdad (47.10) se obtiene la m�etrica de la 3{esfera

d l 2 = d x2
1 + d x2

2 + d x2
3 +

(x1d x1 + x2 d x2 + x3d x3)2

R2
c

- x2
1 - x2

2 - x2
3

: (47.11)

Ahora bien, debido a que el tensor de Ricci

(3)R�� tiene la misma forma en to do el

tres{espacio isotr�opico, entonces basta con calcularlo en alg �un punto, digamos cerca del

origen en donde R2
c

- x2
1 - x2

2 - x2
3 � R2

c

. As��, la ecuaci�on (47.11) implica que el tensor

m�etrico cerca del origen est�a dado p or


 �� = � �� +
x� x�

R2
c

: (47.12)

De esta ecuaci�on se sigue que la primera y segunda derivada del tensor m�etrico 
 �� eva-

luadas en el origen est�an dadas resp ectivamente p or

@
��
@x�

�
�
�

origen

= 0;
@2
 ��

@x� @x�
=

1
R2

c

(� �� � �� + � �� � �� ) : (47.13)

Utilizando las ecuaciones (47.12) -(47.13) se sigue que los s��mb olos de Christo�el (44.25)

evaluados en el origen satisfacen las siguientes expresiones

� ��� = 0;
@����
@x�

=

 �� � ��

R2
c

: (47.14)

Con esto, el tensor de Ricci dado (46.14) evaluado cerca del origen est�a dado p or

R�� =
1
R2

c

(
 �� � �� - 
 �� � �� ) ; (47.15)

y p or lo tanto el tensor de Ricci evaluado en el origen est�a dado p or

R��

�
�
�

origen

=
2� ��

R2
c

: (47.16)
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A partir de la ecuaci�on (47.16) se sigue que el escalar de Ricci est�a dado p or R = 6=R2
c

.

Comparando esto con la relaci�on (47.8) se sigue entonces que

� =
1
R2

c

; (47.17)

es decir, � representa la curvatura gaussiana del 3{espacio � y R
c

el radio de curvatura.

En lugar de traba jar con co ordenadas cartesianas x1; x2; x3 y x4 utilicemos co ordenadas

\esf�ericas" �; �; y ' de�nidas p or

x1 = � sin � cos '; x 2 = � sin � sin '; x 3 = � cos �: (47.18)

Para convertir el elemento de longitud (43.7) a estas co ordenadas esf�ericas, notemos

antes que este elemento puede reescribirse como

d l 2 = d x� d x� +
(x� d x� )2

R2
c

- x� x�
= ( d r � d r )2 +

(r � d r )2

R2
c

- r � r
; (47.19)

con r el vector p osici�on. Debido a que el lado derecho de la relaci�on (47.19) es una ex-

presi�on vectorial, esta misma es v�alida en cualquier sistema de co ordenadas. Por ejem-

plo, en el sistema de co ordenadas esf�ericas de la ecuaci�on (47.18) para el cual d r =

e� d � + e � � d � + e ' � sin � d ' se obtiene entonces que el intervalo de longitud espacial

en co ordenadas esf�ericas para un 3{espacio isotr�opico est�a dado p or

d l 2 =
d � 2

1 - r2=R2
c

+ � 2
€

d � 2 + sin

2 � d ' 2
Š

; (47.20)

que coincide con la ecuaci�on (47.5) .

A p esar de que la ecuaci�on (47.20) fue obtenida para un espacio isotr�opico de curvatura

p ositiva, mediante una continuaci�on anal��tica puede hacerse valido para cualquier espacio

de curvatura negativa o cero.
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Cap��tulo VII

Agujeros negros

La primera aplicaci�on de la relatividad general fue hecha para describir el espacio{

tiemp o generado p or una masa puntual. Esto equivale a encontrar el camp o gravitacional

descrito p or una masa puntual en mec�anica Newtoniana. De manera natural esta soluci�on

predice la existencia de ob jetos gravitacionales causalmente desconectados del espacio los

cuales p oseen una densidad in�nitamente grande. Estos ob jetos, para los cuales ni siquie-

ra la luz escapa de ellos, son de suma imp ortancia en la f��sica te�orica. Astrof��sicamente

hablando, estos agujeros negros resultan dar origen a los fen�omenos m�as energ�eticos que

cono cemos en el universo.

x48. M�etrica de Schwarzschild

Un a ~no despu�es de la publicaci�on de la teor��a de la relatividad general p or Einstein,

la primera soluci�on a las ecuaciones del camp o gravitacional fue encontrada. En 1916,

Schwarzschild encontr�o la soluci�on exacta (la m�etrica gik ) descrita p or una masa puntual

{el equivalente a la ley de Newton de gravitaci�on universal para una masa puntual. M�as

tarde, Birkho� mostr�o que si se considera una estrella idealizada tal que esta misma pueda

considerarse como una b ola homog�enea de p olvo, i.e. 
uido con presi�on id�enticamente

igual a cero, entonces el espacio{tiemp o fuera de la estrella est�a descrito p or la m�etrica de

Schwarzschild. Esto es el equivalente del teorema de Newton para una masa homog�enea

con simetr��a radial (cf. secci�on x 6) y se le cono ce como el teorema de Birkho� .

El camp o gravitacional con simetr��a central se re�ere no �unicamente al camp o est�atico
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pro ducido p or una distribuci�on con simetr��a central. La m�etrica deb e ser tambi�en v�alida

para cualquier movimiento que la materia central tenga siempre y cuando lo haga de

manera sim�etricamente radial. Tal movimiento puede llevarse a cab o siempre y cuando la

velo cidad de cada part��cula que conforma la masa en cuesti�on sea llevada a lo largo de la

direcci�on radial.

La m�etrica que describ e al camp o gravitacional descrita p or Schwarzschild est�a dada

p or

d s2 =
�

1 -
2GM
rc2

�
c2

d t 2 -
d r2

(1 - 2GM=r c2)
- r2

d 
 2: (48.1)

en donde d 
 2 = d � 2 + sin

2 � d ' 2
es el cuadrado del elemento de �angulo 
 que se lleva a

cab o a un radio �jo r . Las co ordenadas esf�ericas r , � y ' son adecuadas para un observador

que se lo caliza lejos del origen r = 0.

De la ecuaci�on (48.1) se sigue que un intervalo de tiemp o �� est�a dado p or

È
(1 -

2GM=r c2)�t . Este calculo ya hab��a sido hecho en el cap��tulo anterior y vimos que el in-

tervalo de tiemp o medido p or relo jes sincronizados est�a justamente dado p or este valor.

Adem�as, debido a que g0i = 0 en la m�etrica de Schwarzschild, entonces es p osible sincro-

nizar to dos los relo jes que se encuentren en cada punto de este espacio{tiemp o (cf. secci�on

x 43). En otras palabras, la m�etrica de Schwarzschild toma en cuenta de manera exacta la

sincronizaci�on de relo jes a lo largo del espacio{tiemp o curvil��neo pro ducido p or una distri-

buci�on de materia sim�etricamente esf�erica. Cab e hacer notar tambi�en que la co ordenada

r no representa la distancia radial como lo har��a en el caso de un espacio Eucl��deo. De

hecho, la distancia propia {la geo d�esica del punto r al centro de la distribuci�on de masa{

est�a dada p or

Zr

0

d r
(1 - 2GM=r c2)

:

Por otra parte, comparaci�on directa entre el intervalo espacial de la m�etrica de Sch-

warzschild (48.1) y el corresp ondiente para espacios curvos isotr�opicos de Minkowski dado

p or la ecuaci�on (47.6) implica que p o demos escribir la curvatura � = 2GM=r 3c2
lo calmen-

te. Ahora bien, como la curvatura � es igual al inverso del cuadrado del radio de curvatura

R2
c

, entonces p o demos escribir
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r2

R2
c

=
2GM
rc2 ;

que es el par�ametro gravitacional � que hab��amos de�nido al principio del cap��tulo anterior.

De aqu�� se sigue que el radio de curvatura decrece {curvatura del espacio aumenta{ a

distancias m�as cercanas del centro de la distribuci�on de masas central. Evidentemente, si

el sistema que pro duce las masas es su�cientemente compacto

y
la curvatura del espacio{

tiemp o es notablemente fuerte y justamente es para estos ob jetos donde una descrip ci�on

relativista dada p or la m�etrica de Schwarzschild deb e ser utilizada.

En unas secciones m�as discutiremos que es un agujero negro y como la m�etrica de

Schwarzschild autom�aticamente predice la existencia de los mismos. No obstante, es im-

p ortante mencionar la manera en que el Rev. brit�anico John Mitchell en 1783 predijo la

existencia de ob jetos gravitacionales invisibles para cualquier observador externo, es de-

cir, ob jetos para en los cuales la luz no escapa. Para esto, consideremos la velo cidad de

escap e de la sup er�cie de un ob jeto gravitacional de masa M . Esta se de�ne como la ve-

lo cidad necesaria v que una masa m de prueba {como un cohete{ necesita para llegar a

in�nito. En otras palabras, la energ��a total E
tot

de esta masa de prueba deb e ser nula:

E
tot

= m v

2=2- GmM=r = 0, siendo r el radio del ob jeto gravitacional de masa M . Si

la velo cidad de escap e necesaria para salir de este ob jeto es justamente la velo cidad de la

luz (recuerda que desde tiemp os de Newton ya se p ensaba que la gravedad deb��a tambi�en

alterar las trayectorias de los fotones) entonces 2GM=r c2 = 1. El n �umero 2GM=c2 := r
S

se

denomina radio gravitacional o radio de Schwarzschild . De esta forma, los ob jetos que

p oseen radios r < r
S

aparecen oscuros para cualquier observador externo, pues ni siquiera

la luz puede escapar de los mismos. Fue 200 a ~nos m�as tarde cuando John Wheeler en la

Universidad de Princeton, en la d�ecada de los 1960's bautiz�o a estos ob jetos con el t�ermino

de agujeros negros . Ya tendremos m�as op ortunidad de hablar m�as con resp ecto a estos

ob jetos, p ero concentr�emonos p or el momento en analizar las propiedades de la m�etrica de

Schwarzschild.

y
En lo sucesivo denominaremos ob jetos compactos a to do aquel ob jeto astron�omico para el cual los

efectos relativistas del camp o gravitacional que pro duce son imp ortantes. En otras palabras, estos son

ob jetos que p oseen una masa compactada en un volumen lo su�cientemente p eque ~no como para que la

curvatura del espacio{tiemp o pro ducida p or los mismos sea signi�cante. Ejemplos de estos ob jetos son

las estrellas de neutrones (observadas como pulsares) y los agujeros negros de to dos tama ~nos: at�omicos,

estelares y sup ermasivos.
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x49. �Orbitas alrededor de objetos compactos

Sabiendo el valor del tensor m�etrico gkl dado p or la ecuaci�on (48.1) es f�acil calcular las

ecuaciones de movimiento que deb en cumplir part��culas de prueba que se mueven ba jo la

in
uencia gravitacional del ob jeto central. Basta sustituir los valores de gik en la ecuaci�on

geo d�esica D u i = 0 (cf. ecuaci�on (45.2) ). No obstante, hagamos el c�alculo de una manera

directa utilizando nuestros cono cimientos de mec�anica Lagrangiana.

Recordemos que la acci�on S = - mc
R

d s (cf. secci�on x 45), puede reescribirse como

S = - mc
RÈ

(gik _xi
_xk) d � en donde

_[ ] representa a la derivada con resp ecto al tiemp o pro-

pio d � := d s=c = g00 d x0=c. El p edir que la variaci�on �S = 0 es equivalente a p edir que

�
R

G(xk ; _xk) d � = 0, donde G(xk; _xk) :=
È

(gik _xi
_xk) = c. De tal manera que p o demos iden-

ti�car a la funci�on G con el lagrangiano del sistema. As�� pues, las ecuaciones de movimiento

est�an dadas p or las ecuaciones de Euler{Lagrange

d

d �

�
@G
@_xk

�
=

@G
@xk

; (49.1)

en donde

G :=



� c2
_t 2 - _r2=� - - r2

_� 2 - r2
_' 2

sin

2 �
� 1=2

: (49.2)

Sin embargo, debido a que el funcional G no dep ende expl��citamente de � y ' , entonces

es claro que la cantidad

y r ^ _r = const . Debido a esto, es claro que el movimiento de la

part��cula en cuesti�on se lleva a cab o en un plano, el plano de�nido p or el pro ducto vectorial

r ^ _r . Por simplicidad, de ahora en adelante escogemos el plano de�nido p or el valor �jo

del �angulo p olar � = �=2 . De esta manera, al calcular la dep endencia variacional de la

funci�on G con � = �=2 se obtiene �unicamente

G =



� c2
_t 2 - _r2=� - r2

_' 2
� 1=2

(49.3)

donde � := ( 1- r=r
S

) . Sustituyendo la ecuaci�on (49.3) en las ecuaciones de Euler{Lagrange

se obtiene que @G=@t= 0, es decir, la cantidad @G=@t= const . De aqu�� y sustituyendo el

y
En mec�anica Newtoniana la cantidad r ^ _r representa el momento angular esp ec���co. Evidentemen-

te este pro ducto vectorial no corresp onde al momento angular esp ec���co de una part��cula de prueba en

relatividad, en donde este mismo est�a de�nido p or 
 r ^ _r .
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valor de G = c en el resultado se obtiene que

� _t = const := k (49.4)

En to do sistema mec�anico estacionario en la co ordenada temp oral (i.e. @=@t= 0) la energ��a

es una cantidad conservada. As�� pues, p o demos identi�car a la energ��a con la constante k

de la ecuaci�on (49.4) .

Por otra parte, las ecuaciones de Euler{Lagrange implican que @G=@_' es una cantidad

conservada. De aqu�� que

r2
_' = const := h: (49.5)

La cantidad h es prop orcional al momento angular esp eci�co del sistema. Sustituyendo las

ecuaciones (49.4) -(49.5) en la relaci�on (49.3) se obtiene que

1
2

m _r2 +
1
2

m� (r _' )2 -
GMm

r
=

mc2

2
(k2 - 1): (49.6)

Esta ecuaci�on es muy similar a la que se obtiene en mec�anica Newtoniana

1
2

m _r2 +
1
2

m(r _' )2 -
GMm

r
= E

tot

: (49.7)

De aqu�� que p o damos identi�car a la energ��a total del sistema en el caso relativista

como el lado derecho de la ecuaci�on (49.6) . Cab e hacer notar que la diferencia principal

entre el caso relativista y el no{relativista es el factor de � que aparece multiplicando a la

velo cidad angular de la part��cula de prueba. Expandiendo la ecuaci�on (49.6) obtenemos

m _r2 + m
h2

r2 -
2GMm

r
-

2GMmh 2

r3c2 = mc2(k2 - 1): (49.8)

Para entender el signi�cado de esta relaci�on, compar�emosla con su equivalente Newtoniano

m _r2 + m
h2

r2 -
2GMm

r
= m _r2

1 ; (49.9)

donde _r1 es la velo cidad de la part��cula de prueba en in�nito. Aparte de las diferen-

cias entre el signi�cado de las co ordenadas entre ambas ecuaciones, el t�ermino adicional

- 2GMh 2=r3c2
en la ecuaci�on relativista hace una gran diferencia en amb os casos. Este
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t�ermino representa un p otencial atractivo que se incrementa fuertemente a medida que

se alcanzan distancias cercanas a las masas que pro ducen el camp o gravitacional. Para

analizar en detalle esta diferencia, escribamos la ecuaci�on (49.9) como

_r2 = - c2
�

�
(r=r

S

)2 -
1

(r=r
S

)



+ _r2

1 ; (49.10)

donde la cantidad adimensional � := h2=r2
S

c2
. El t�ermino entre corchetes representa un

p otencial � constituido p or dos partes, un p otencial centrifugo prop orcional a 1=r2 y un

p otencial gravitacional Newtoniano prop orcional a - 1=r. La variaci�on del p otencial �

como funci�on de r=r
S

se muestra en la Figura VI I.1. Si una part��cula de prueba es soltada

desde in�nito (punto A') con una velo cidad radial nula, entonces la p osible trayectoria

de la misma puede o currir a lo largo de la curva mostrada hasta alcanzar el punto A.

Justamente en el punto A, la part��cula tiene una radial velo cidad nula y no es p osible para

la misma alcanzar el origen de co ordenadas. Las trayectorias cerradas est�an dadas cuando

_r2
1 es negativo y as�� la part��cula puede moverse entre los puntos B y B' sobre la curva.

Las �orbitas hip erb�olicas corresp onden a valores p ositivos de _r2
1 y est�an representadas p or

los puntos deba jo del eje horizontal en el diagrama. El punto de m�aximo acercamiento al

origen de co ordenadas o curre en el punto C que corresp onde al punto en el que la velo cidad

radial _r = 0.

De la misma manera, para el caso relativista, la ecuaci�on (49.8) puede escribirse como

_r2 - c2(k2 - 1) = - c2
�

�
(r=r

S

)2 -
1

(r=r
S

)
-

�
(r=r

S

)3



(49.11)

El an�alisis es muy parecido al hecho para el caso Newtoniano. Sin embargo, el t�ermino

prop orcional a - 1=r3 act �ua como un p otencial centrifugo atractivo que se incrementa m�as

r�apido con el decremento de r que como lo hace el t�ermino centr��fugo repulsivo que es

prop orcional a 1=r2 . Por lo tanto, cuando la part��cula alcanza regiones su�cientemente

cercanas a r = 0, este t�ermino centrifugo atractivo deb e ser dominante sobre el comp orta-

miento de la misma. En otras palabras, una part��cula que se acerca lo su�ciente al centro

del camp o gravitacional es capaz de alcanzar el origen del mismo. Para analizar con un

p o co m�as de detalle este hecho, el p otencial � (de�nido p or el t�ermino entre corchetes

de la ecuaci�on (49.11) ), se muestra como funci�on de r=r
S

en la Figura VI I.2. Algunas de
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Figura VII.1: Variaci�on del p otencial gravitacional y centrifugo � (ver texto) en un

camp o gravitacional Newtoniano como funci�on del radio r (eje horizontal) medido en

unidades del radio gravitacional r
S

. Las curvas mostradas en la gr�a�ca corresp onden a las

funciones - �r 2
S

=r2
, - � y r

S

=r de aba jo hacia arriba resp ectivamente.

las p osibles trayectorias, que son funciones de � muestran que existen situaciones p ecu-

liares y distintas al comp ortamiento no{relativista. La trayectoria de una part��cula que

deja el rep oso en A' y alcanza el punto A' es similar al caso Newtoniano. Justo en A, la

velo cidad de la part��cula es puramente angular. La diferencia es que existen valores de �

su�cientemente p eque ~nos los cuales hacen que una part��cula que se deja en rep oso radial

solamente desde in�nito sea capaz de alcanzar el origen. El caso l��mite entre estos dos casos

est�a dado p or la trayectoria de A' a D. A p esar de que la part��cula alcanza la p osici�on D

con velo cidad radial nula, es capaz de alcanzar el origen r = 0. Existen part��culas que

tienen trayectorias cerradas el��pticas (corresp ondientes a k2 - 1 < 0 ) como el segmento

de la curva que se muestra entre los puntos B y B'. A medida que � decrece estos dos

puntos convergen a un punto de in
exi�on E de la curva para el cual la trayectoria es una

circunferencia que corresp onde a la �ultima �orbita estable alrededor de un agujero negro.
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Las �orbitas hip erb�olicas corresp onden se alcanzan cuando k2 - 1 > 0 . En este caso el punto

de m�aximo acercamiento al origen de co ordenadas corresp onde al punto C del diagrama.

Figura VII.2: Variaci�on del p otencial gravitacional y centrifugo � (ver texto) en un

camp o gravitacional relativista como funci�on del logaritmo del radio r en unidades del

radio gravitacional r
S

. De aba jo hacia arriba, las curvas muestran valores del par�ametro

� = 5:5; 4:0; 2:7.

Tarea 18

( i ) Muestra que el caso l��mite del punto D en la Figura VI I.2 corresp onde a valores de

� = 4 y r = 2r
S

.

( i i ) Muestra que el punto E en la misma �gura corresp onde a la �ultima �orbita circular

estable para la cual d

2�= d r2 = 0. Calcula que para este caso � = 3 y r = 3r
S

.
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x50. Perihelio de �orbitas planetarias

Escribiendo _r = ( d r= d ' )( d '= d � ) en la ecuaci�on (49.8) y utilizando la relaci�on (49.5) ,

se obtiene que

�
h
r2

d r
d '

� 2

+
h2

r2 -
2GM

r
-

2GMh 2

r3c2 = 2c2(k2 - 1):

En mec�anica cl�asica se obtiene a una relaci�on similar y para resolver la ecuaci�on dife-

rencial, se de�ne u = 1=r, de tal forma que

�
d u

d '

� 2

+ u2 -
2GM

h2 u -
2GM

c2 u3 = 2
c2

h2 (k2 - 1): (50.1)

Diferenciando esta relaci�on con resp ecto al �angulo azimutal se obtiene

d

2u
d ' 2 + u =

GM
h2 +

3GM
c2 u2: (50.2)

Si hubi�esemos hecho este an�alisis de manera Newtoniana, utilizando la ecuaci�on (49.7) ,

el resultado obtenido ser��a

d

2u
d ' 2 + u =

GM
h2 : (50.3)

La diferencia entre la ecuaci�on (50.2) y la relaci�on (50.3) es el t�ermino prop orcional

a u2
que aparece en la versi�on relativista. Esta correcci�on es bastante p eque ~na para el

caso de la tierra girando alrededor del sol. Esto puede verse comparando los t�erminos que

aparecen del lado derecho de la ecuaci�on (50.2) , i.e.

(3GM=c2)u2

(GM=h 2)
=

3u2h2

c2 = 3
v

2

c2 ; (50.4)

para el caso de una �orbita circular. Debido a que la velo cidad de la tierra alrededor del sol

es de 30 km =s, la correcci�on relativista es de tan s�olo 3 partes en 108
. Aunque esto parece

un efecto p eque ~no result�o ser uno de los exp erimentos cruciales para comenzar a tomar en

serio a la teor��a general de la relatividad. En el caso de Mercurio su �orbita alrededor del

sol tiene una elipticidad de � � 0:2. El efecto de la correcci�on relativista resulta en hacer
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que el p erihelio (la distancia m�as corta entre la �orbita del planeta y el sol) de Mercurio

\rota" p o co a p o co cada �orbita completada p or el planeta.

Tarea 19
Considera una �orbita circular. En el caso Newtoniano esto signi�ca que utilizando la ecua-

ci�on (50.3) se obtiene que d

2u= d ' 2 = 0, de tal forma que u = GM=h 2
. Esta es una soluci�on

a orden cero de la ecuaci�on (50.2) para �orbitas circulares.

( i ) Reescrib e la ecuaci�on (50.2) para el caso en que u es una correcci�on a la soluci�on a

cero orden, es decir para cuando u = GM=h 2+ g(' ) . Muestra que la ecuaci�on tiene la

forma de una ecuaci�on de oscilador harm�onico no{homog�enea y que la \frecuencia"

adimensional ! de este oscilador est�a dada p or

! 2 = 1 -
�

3GM
c2

� �
2GM

h2

�
:

( i i ) Muestra que el p erio do T = 2�=! = 2� (1 + 3G2M 2=c2h2) .

( i i i ) Finalmente muestra que el cambio fraccional de la fase p or cada �orbita alrededor del

sol (T - 2� )=2� = d '=2� est�a dado p or

d '
2�

=
3
4

• c
v

‹ 2 • r
S

r

‹ 2
:

El c�alculo exacto para �orbitas el��pticas muestra que

d '
2�

=
3
4

• c
v

‹ 2 • r
S

r

‹ 2 1
1 - � 2 : (50.5)

Los valores de Mercurio son r = 5 :8 � 10

10

m, T = 88 d��as , r
S

= 3 km y � = 0 :2 . De

esta manera se encuentra que el avance del p erihelio de Mercurio (<hazlo!) es de 43 arcsec

p or siglo. Este resultado fue uno de los grandes logros de la relatividad general. En 1859

Le Verrier encontr�o que una vez eliminados los efectos de las p erturbaciones de los planetas

vecinos a Mercurio un avance del p erihelio del mismo de 43 arcsec p or siglo se observaba.

Einstein demostr�o esto al publicar su primer art��culo de la teor��a general de la relatividad.

En el sistema solar, el efecto de precesi�on de �orbitas es p eque ~no. Sin embargo para
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el caso de sistemas de estrellas binarias compactas el efecto se ampli�ca. El ejemplo m�as

imp ortante es el pulsar binario PSR 1913+16 para el cual su p erio do orbital es de 7 :75 hrs

y la elipticidad de las estrellas con resp ecto a sus �orbitas alrededor del centro de masa es

de � = 0:617. En este caso el avance del p erihelio de sus �orbitas puede utilizarse incluso

para medir la masa de las estrellas.

x51. Part��culas y rayos de luz cerca de agujeros negros

Consideremos ahora una part��cula de prueba que cae hacia r = 0 de manera radial

dejando el rep oso en in�nito. La ecuaci�on (49.8) de energ��a con h = 0 es entonces

m _r2 -
2GMm

r
= mc2(k2 - 1) = E

tot

= 0: (51.1)

De aqu�� que el tiemp o propio que tarda la part��cula de prueba en llegar al origen a

partir de una p osici�on r1 es

� 2 - � 1 =
Z� 2

� 1

d � = -
Z0

r1

r1=2

(2GM )1=2
d r =

�
2

9GM

� 1=2

r3=2
1 : (51.2)

Es evidente entonces que el tiemp o propio que tarda una part��cula en caer a r = 0 es

�nito. Nada p eculiar ha pasado al alcanzar el radio de Schwarzschild r
S

. Sin embargo, un

observador en in�nito observa un comp ortamiento sumamente distinto. Para analizar esto,

reescribamos la m�etrica de Schwarzschild (48.1) de la siguiente manera: d t 2 = � - 1
d � 2 +

(� c)- 2
d r2

. As��, sustituyendo este valor para d � en la ecuaci�on (51.2) se obtiene que

d t = -
1
c

• r
r

S

‹ 1=2
d r

1 - r
S

=r
:

Integrando ahora desde r1 hasta r0 se llega a

t 2 - t 1 =
Zt 2

t 1

d t = -
1

cr1=2
S

Z0

r1

r3=2

(r - r
S

)
d r: (51.3)

A medida que r se aproxima a r
S

, el tiemp o tiende a in�nito. En otras palabras, para un

observador externo lo calizado a distancias su�cientemente alejadas del origen, una part��cula

que cae hacia un ob jeto gravitacional toma un tiemp o in�nito en hacerlo a p esar de que

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



232 VII AGUJEROS NEGROS

el tiemp o propio para alcanzar el mismo se lleva a cab o de manera �nita.

Las se ~nales de luz emitidas p or el ob jeto que cae hacia el origen, las cuales son son

medidas p or un observador externo, presentan cada vez m�as fuertes corrimientos al ro jo a

medida que se alcanza el radio de Schwarzschild. En efecto, el intervalo de tiemp o propio

con el cual se emiten se ~nales est�a dado p or d s=c = d � = ( 1 - r
S

=r)1=2
d t . En termino de

frecuencias nu observadas y emitidas, esto puede reescribirse como

�
obs

= ( 1 - r
S

=r)1=2�
em

: (51.4)

De acuerdo con la de�nici�on de corrimiento al rojo gravitacional z
g

dada en la sec-

ci�on x 40, se sigue que en este caso

z
g

= ( 1 - r
S

=r)- 1=2 - 1: (51.5)

As�� pues el corrimiento al ro jo gravitacional diverge a medida que la part��cula de prueba

se aproxima al radio de Schwarzschild. De esta manera, es imp osible observar cualquier

se ~nal de luz que se emita dentro del radio de Schwarzschild. Sin embargo, es claro que las

se ~nales de luz pueden via jar hacia dentro para alcanzar r = 0, p ero aquellas dentro de r
S

no pueden propagarse hacia fuera.

Queda entonces claro que ob jetos compactos cuyo radio es menor a r
S

son negros

para cualquier observador externo. De ah�� que se denominen ob jetos negros. Debido a

que cualquier part��cula que cruce el radio r
S

inevitablemente alcanza el punto r = 0 se

denominan agujeros. En suma hemos probado que la m�etrica de Schwarzschild predice

naturalmente la existencia de agujeros negros concebida inicialmente p or John Mitchell

en el siglo XVI I I.

Cab e hacer notar que la aparente singularidad que aparece en la m�etrica de Schwarzs-

child en r = r
S

es una singularidad removible pues se deb e �unicamente a la elecci�on de

co ordenadas que se ha tomado. Sin embargo, la singularidad en r = 0 es una singularidad

real y no hay forma de removerla mediante un cambio de co ordenadas. Esto fue demos-

trado p or Roger Penrose de la Universidad de Cambridge en 1965, que de manera general

muestra que to do ob jeto que se colapsa m�as all�a del radio de Schwarzschild deb e generar

una singularidad.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x52 ENERG �IA DE AMARRE EN �ORBITAS CIRCULARES 233

x52. Energ��a de amarre en �orbitas circulares

La conservaci�on de la energ��a para una part��cula de prueba que se mueve en un espacio{

tiemp o determinado p or la m�etrica de Schwarzschild est�a dada p or la ecuaci�on (49.8) . En

el caso de una �orbita circular _r = 0 y as��

E
tot

=
1
2

m� (r _' )2 -
GMm

r
: (52.1)

Esta relaci�on es muy parecida a la que se obtiene en mec�anica Newtoniana, excepto p or el

factor multiplicativo � en la energ��a cin�etica. En mec�anica no{relativista sab emos que, para

el caso de �orbitas circulares amarradas al ob jeto central que pro duce el camp o gravitacional,

la energ��a cin�etica total de la part��cula T es la mitad de la energ��a p otencial jUj.

�

Este

resultado se le cono ce como el teorema virial (cf. secci�on x 26)

T =
1
2

jUj: (52.2)

Para entender su signi�cado, imaginemos una part��cula libre que se deja en el in�nito.

De esta manera, la energ��a cin�etica de la misma es el valor absoluto de su energ��a p otencial

gravitacional (piensa en la de�nici�on de la velo cidad de escap e). Si esta part��cula de prueba

va a ser amarrada a una trayectoria circular alrededor del ob jeto central gravitacional,

entonces deb e p erder la mitad de su energ��a p otencial de alguna manera (p or ejemplo p or

enfriamiento radiativo). De lo contrario no puede amarrarse a una �orbita circular. En la

secci�on x 36 vimos como esto se lleva a cab o en discos de acreci�on.

De la misma manera p o demos identi�car al lado derecho de la ecuaci�on (52.1) como la

energ��a de amarre en el caso de gravitaci�on relativista. Utilizando la ecuaci�on (50.2) para

el caso en que d u= d ' = 0 entonces

h2 =
(GM=r )

1 - 3GM=c2r
: (52.3)

Sustituyendo la ecuaci�on (52.3) en la igualdad (52.1) se obtiene que

Etot = -
GMm

2r

�
1 - 2r

S

=r
1 - 3r

S

=2r



; (52.4)

que es la versi�on relativista del teorema del virial . Evidentemente cuando la velo cidad de
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la luz tiende a in�nito, se obtiene la versi�on Newtoniana del teorema del virial. Ahora bien,

sup ongamos nuevamente que soltamos materia desde in�nito hacia el centro del camp o

gravitacional. Es obvio que solamente una cantidad �nita de energ��a se genera cuando se

amarra a una part��cula en una �orbita circular.

Tarea 20
Muestra que el m�aximo de la energ��a de amarre en la ecuaci�on (52.3) o curre cuando r = 3r

S

(el radio de la �ultima �orbita estable) y que adem�as la energ��a de amarre a este radio

est�a dada p or E
tot

= - mc2=18

Este resultado es sumamente imp ortante p orque para alcanzar la �ultima �orbita estable

es necesario que la part��cula de prueba pierda 1=18 = 5:5 % de su masa en rep oso. En

otras palabras es p osible, mediante el amarre de una part��cula a su �ultima �orbita, lib erar

5:5 % de su energ��a en rep oso. Esto es mucho mayor a lo que se puede lib erar p or medio

de reacciones nucleares. Por ejemplo, si se combinan cuatro n �ucleos de hidr�ogeno en una

reacci�on nuclear se lib era solamente 0:7 % de la energ��a en rep oso de la materia, un orden

de magnitud menor al que se obtiene mediante el amarre de masas a la m��nima �orbita

circular estable (cf. ecuaci�on (27.6) ).

Este resultado es esencial para calcular de manera cualitativa las dimensiones de un

ob jeto que emite radiaci�on. Si observamos variaciones de emisi�on de intensidad (digamos

p or un factor de dos) en una escala de tiemp o � entonces la causalidad implica que la

regi�on deb e ser menor a r = c� . La �ultima �orbita estable nos dice esencialmente el valor

m��nimo que deb e tener el ob jeto para emitir radiaci�on. En las aplicaciones astrof��sicas de

agujeros negros hablaremos m�as con resp ecto a estos an�alisis.

x53. De
exi�on de la luz por objetos gravitacionales

Una consecuencia inmediata del principio de equivalencia es que los rayos de luz sufren

de
exiones en la presencia de camp os gravitacionale s (cf. secci�on x 41). Los rayos de luz

se mueven a lo largo de geo d�esicas nulas d s = 0. Esto trae como consecuencia el hecho

de que el momento angular esp ec���co h y la energ��a k de�nidos en las ecuaciones (49.5)

y la relaci�on (49.4) resp ectivamente divergan cuando d s tiende a cero. De esta manera,
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p o demos encontrar la ecuaci�on que describ e la trayectoria de fotones en la m�etrica de

Schwarzschild p oniendo el valor h- 1 = 0 en la ecuaci�on (50.2) para obtener

d

2u
d ' 2 + u =

3GM
c2 u2: (53.1)

En el caso en que los fotones se propaguen en �orbita circular alrededor de un agujero

negro entonces el primer t�ermino del lado izquierdo en la ecuaci�on (53.1) es cero y as��

r =
3GM

c2 : (53.2)

Tarea 21
La soluci�on de la ecuaci�on (53.1) puede hacerse de la siguiente manera para el caso en que

u = 1=r es una cantidad de primer orden. Consideremos primero la ecuaci�on homog�enea,

es decir, la ecuaci�on con el lado derecho igual a cero.

( i ) Muestra que una soluci�on satisfactoria de esta ecuaci�on es u0 = sin '=R , donde R es

la distancia de m�aximo acercamiento al ob jeto central y ' es el �angulo azimutal.

Evidentemente esta soluci�on corresp onde a una trayectoria recta, lo cual se esp era en el

caso de la ausencia de un camp o gravitacional cuando el t�ermino del lado derecho de la

ecuaci�on (53.1) es cero.

( i i ) Para encontrar la soluci�on de la ecuaci�on (53.1) al siguiente orden de aproximaci�on

considera u = u0 + u1 donde u1 es una cantidad del primer orden. Muestra que la

ecuaci�on (53.1) es entonces

d

2u1

d ' 2 + u1 =
3GM
c2R2 sin

2 ':

( i i i ) Encuentra que la soluci�on de la ecuaci�on (53.1) est�a dada p or

u = u0 + u1 =
sin '

R
+

3GM
2c2R2

�
1 +

1
3

cos 2'
�

( iv ) Como u = 1=r � 1 entonces se esp era que ' � 1. Muestra entonces que con esta

aproximaci�on el valor de ' = ' 1 est�a dado p or ' 1 = - 2GM=Rc2
.
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Dada la simetr��a del problema la de
exi�on total de un rayo de luz al pasar cerca de un

ob jeto gravitacional es dos veces el valor absoluto de ' 1 (una de
exi�on p or la parte de

atr�as del ob jeto y otra p or enfrente). De esta manera, la de
exi�on total �' est�a dada p or

�' =
4GM
Rc2 (53.3)

Para los rayos de luz que pasan rosando el limb o del sol el valor de �' = 1 :75 arcsec .

Esta predicci�on llevo a Eddington y Crommelin de la Universidad de Cambridge en 1919

a veri�car el resultado midiendo con precisi�on la de
exi�on angular de estrellas que se

encuentran cerca del limb o solar en un eclipse. Dos exp ediciones, una en la costa Oeste de

�

Africa y otra en el norte de Brasil mostraron que el resultado fue de 1 :98 � 0 :012 arcsec

y la otra 1 :61 � 0 :3 arcsec . Estas observaciones fueron complicadas de realizar y siempre

hub o controversia sobre estos resultados. Fue hasta 1970 cuando radio{interfer�ometros en

diversas partes del mundo mostraron la veracidad del resultado.

La consecuencia inmediata de estos resultados son los denominados lentes gravita-

cionales . Imagina que justo detr�as de una galaxia distante un cuasar emite radiaci�on. Lo

que se esp era es observar una imagen circular (un anillo) alrededor de la galaxia de
ecto-

ra. Estos anil los de Einstein han sido observados en diversas o casiones y un ejemplo de

estas observaciones se muestra en la Figura VI I.3. Evidentemente, si el alineamiento no es

p erfecto, se esp era ver una ampli�caci�on de la imagen del ob jeto lejano.

x54. Experimentos en gravitaci�on relativista

La gran mayor��a de exp erimentos para veri�car la validez de la relatividad general est�an

basados en las propiedades de la m�etrica de Schwarzschild. Existen cuatro exp erimentos

que p or tradici�on veri�can la teor��a de la relatividad.

El primero es con resp ecto al cambio ro jo gravitacional que presenta una onda elec-

tromagn�etica cuando se mueve a lo largo de un camp o gravitacional. La manera de hacer

este exp erimento de manera tradicional es con ayuda del efecto M•ossbauer. Estos exp e-

rimentos fueron hechos p or Pound, Rebka y Snider en los 1960's y mostraron la validez

del corrimiento al ro jo de fotones subiendo y ba jando en una torre de 22 :5 m de altura
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Figura VII.3: Diversos lentes gravitacionales en astrof��sica. La imagen muestra im�agenes

�opticas tomadas p or el Telescopio espacial Hubble (HST). Los arcos que se muestran en

cada panel son lentes gravitacionales pro ducidos p or c �umulos de galaxias. El mas notorio

de to dos es el �ultimo panel que muestra el c �umulo Ab el 2218. T�ecnicas de an�alisis de lentes

gravitacionales para sondear el universo profundo en cosmolog��a son de gran utilidad hoy

en d��a. La imagen es Copyright de la NASA y fue obtenida de http://hubblesite.org .

de la Universidad de Harvard. Debido al efecto M•ossbauer los efectos de amortiguamiento

de los fotones de rayos{ 
 son cero ya que el momento es absorbido p or to da la sup er�cie
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at�omica. Sin embargo, la resonancia de rayos{ 
 es notable, de tal forma que son los efectos

Doppler son los que causan la absorci�on de esta resonancia.

El segundo exp erimento, que fue el gran triunfo de la teor��a general de la relatividad

en su �ep o ca fue la explicaci�on de la precesi�on del p erihelio de mercurio, discutido en la

secci�on x 50.

La tercer prueba consiste en la medici�on de la de
exi�on de los rayos de luz provenientes

de estrellas lejanas que pasan junto al sol, discutidos en la secci�on x 53. Hoy en d��a existen

exp erimentos mas precisos que demuestran la veracidad de este fen�omeno de de
exi�on de

rayos de luz. Estos exp erimentos se llevan acab o mediante el uso de un arreglo de radiote-

lescopios en distintos pa��ses que forman el llamado \ Very Long Baseline Interferometry "

(VLBA). Con este arreglo de exp erimentos es p osible monitorear con una precisi�on exce-

lente (incluso menores a milisegundos de arco) la separaci�on angular entre radio fuentes

compactas cuando est�an cerca del sol.

La cuarta prueba tradicional resulta ser la m�as imp ortante de to das y es muy parecida

al exp erimento que muestra la curvatura que presentan los rayos de luz al pasar cerca del

sol. B�asicamente lo que se observa es la dilaci�on del tiemp o que se presenta cuando una

onda electromagn�etica se propaga a trav�es de un camp o gravitacional variable. En 1964

Irwin Shapiro se dio cuenta que los rayos de luz que pasaban cerca del sol causaban una

dilaci�on del tiemp o que puede ser medida mediante cronometra je preciso de se ~nales de radio

enviadas desde la tierra y re
ejadas p or planetas o veh��culos espaciales cuando estos mismos

est�an a punto de ser o cultados p or el sol. Debido al �exito de estos exp erimentos, sondas

espaciales futuras llevaron consigo \rep etidores". Los m�as famosos fueron los llevados a

Marte p or las sondas Vikingo. Gracias a estas sondas, se obtuvieron resultados m�as precisos.

Existen muchos m�as exp erimentos que con�rman maravillosamente el genio de Einstein

al crear su teor��a relativista de la gravitaci�on. Sin embargo el exp erimento m�as grandio-

so y esp ectacular de to dos es sin lugar a duda el que se obtiene al observar las ondas

electromagn�eticas en radio provenientes de algunos pulsares.

Como vimos en el capitulo V, es p osible mostrar que los pulsares son los relo jes m�as

precisos sobre escalas de tiemp o grandes que cono cemos en el universo. La manera de

mostrar esto es comparando las variaciones de tiemp o de rotaci�on de dos pulsares contra

un relo j at�omico en la tierra. Los pulsares son un regalo de la naturaleza para los astrof��sicos

ya que son relo jes movi�endose en un camp o gravitacional. Justo lo necesario para veri�car
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la teor��a general de la relatividad.

Existen varios sistemas binarios de pulsares. El primero en cono cerse fue el sistema

PSR 1913+16. Este sistema binario tiene un p erio do de 7 :75 hrs con una excentricidad

notable de � = 0:617. Con este regalo para los astrof��sicos relativistas pueden hacerse

diversas comparaciones entre las observaciones y las predicciones de la teor��a relativista.

Por ejemplo, es p osible encontrar el valor del co ciente de las dos masas de ambas estrellas.

Sin embargo, la predicci�on m�as fuerte de to das con resp ecto a este sistema binario tiene que

ver con el decaimiento de la energ��a rotacional del sistema debido a la emisi�on de ondas

gravitacionales

y
. La raz�on de cambio de la frecuencia angular del sistema con resp ecto al

tiemp o es prop orcional a la quinta p otencia de la frecuencia angular. El decaimiento de

este sistema ha sido observado p or tres d�ecadas y est�a justamente dado p or el valor antes

mencionado. Un triunfo m�as de la teor��a relativista de la gravitaci�on. Este resultado es muy

imp ortante e implica que cualquier otra teor��a de la gravitaci�on deb e ser eliminada pues

la teor��a relativista de la gravitaci�on predice una emisi�on cuadrup olar. As�� pues, deb emos

estar muy seguros que la teor��a general de la relatividad es sin duda la teor��a que describ e

los fen�omenos gravitacionales de manera con�able

z
.

Otro exp erimento que puede hacerse con un sistema binario de pulsares es investigar la

variaci�on de la constante gravitacional G con resp ecto al tiemp o c�osmico. Resulta que puede

mostrarse que si existe alguna variaci�on temp oral

_G=G esta deb e ser menor a 10

- 11

a ~no

- 1

.

Esto signi�ca que si G ha tenido una variaci�on en el tiemp o, entonces esta misma es

signi�cante para tiemp os cosmol�ogicos, i.e. del orden de 10

11

a ~nos .

Hasta ahora hemos traba jado con agujeros negros que �unicamente toman en considera-

y
De la misma manera que en el caso de camp os electromagn�eticos, las masas al ser aceleradas pro ducen

radiaci�on. Esta radiaci�on es de forma cuadrup olar (a diferencia de la radiaci�on bip olar para el caso de cargas

electromagn�eticas) y pro duce ondas gravitacionales (a diferencia de las ondas electromagn�eticas para el caso

de electromagnetismo). Estas ondas gravitacionales son deformaciones en la estructura del espacio{tiemp o

que se transmiten a la velo cidad de la luz.

z
Nota que to dos los exp erimentos hasta ahora mencionados son llevados acab o en ob jetos cuyas escalas

no rebasan a la del sistema solar. Como veremos en el cap��tulo de cosmolog��a, las observaciones de lentes

gravitacionales requieren de materia no{bari�onica (la materia oscura) para p o der ser interpretados correc-

tamente. Formalmente, la teor��a de la relatividad gravitacional no ha sido veri�cada a escalas cosmol�ogicas.

De hecho, uno de los parches (o excelente predicci�on {solo el tiemp o dir�a quien tiene la raz�on) mas grandes

que tiene el mo delo est�andard de cosmolog��a es la intro ducci�on de materia oscura y energ��a oscura para

predecir correctamente la din�amica del universo. Hoy en d��a, diversos grup os alrededor del planeta est�an

traba jando p or entender la p osibilidad de que estas observaciones impliquen una mo di�caci�on natural a la

Teor��a General de la Relatividad a escalas cosmol�ogicas.
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ci�on la masa M como una de sus propiedades. Sin embargo, la gran mayor��a de los ob jetos

en el universo tienen rotaci�on: las estrellas, las galaxias, etc. De hecho, si un agujero negro

fue pro ducido gracias al colapso de una estrella uno esp era que el momento angular de

la estrella quede heredado al agujero negro mismo. Evidentemente estos agujeros negros

con momento angular son los m�as apropiados en el estudio de la astrof��sica. Adem�as de

momento angular, un agujero negro puede tener tambi�en una carga el�ectrica aso ciada al

mismo y una carga magn�etica (si est�a �ultima existe). De esta manera los agujeros negros

en su forma m�as general resultan ser descritos p or cuatro par�ametros, la masa, el momento

angular y las cargas el�ectrica y magn�etica. Por esta raz�on los agujeros negros resultan ser

los ob jetos macrosc�opicos m�as simples del universo.

x55. Agujeros negros en general

Fue en 1916 cuando una nueva soluci�on con simetr��a radial a las ecuaciones de Einstein

fue encontrada p or Reissner-Nordstrom. Esta es la soluci�on para el caso de una masa

puntual M con carga Q . En 1962 el matem�atico Kerr encontr�o la soluci�on m�as general

para un agujero negro con momento angular J. Se puede mostrar que los agujeros negros

aislados deb en p oseer �unicamente estos tres n �umeros para su descrip ci�on. Cualquier otra

propiedad del sistema inicial que dio lugar al agujero negro es radiada hacia el exterior

durante el pro ceso de formaci�on del agujero. Por esta raz�on, estos ob jetos resultan ser

los ob jetos macrosc�opicos m�as simples del universo. A este resultado se cono ce como el

teorema de no pelos para agujeros negros.

Los agujeros negros m�as imp ortantes para los astrof��sicos son los agujeros de Kerr.

Estos mismos est�an descritos p or la m�etrica de Kerr que puede escribirse de la siguiente

manera utilizando las coordenadas de Boyer{Lindquist

d s2 =
(� - a2

sin

2 � )
�

c2
d t 2 - 2a sin

2 �
r2 + a2 - �

�
d t d ' -

-
(r2 + a2) - �a 2

sin

2 �
�

sin

2 � d ' 2 -
�
�

d r2 - � d � 2;

(55.1)
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en donde

� = r2 + a2
cos

2 �; (55.2)

� = r2 + a2 - 2GMr= c2: (55.3)

Aqu�� hemos escrito a = J=Mc que representa el momento angular del agujero p or unidad

de masa p or unidad de velo cidad, es decir, tiene dimensiones de distancia. J es el momento

angular del agujero y M su masa. Cuando el agujero no est�a en rotaci�on, es decir, cuando

a = 0, la m�etrica de Kerr converge a la m�etrica de Schwarzschild. Haciendo el cambio

' ! - ' se llega a la misma ecuaci�on si a ! - a . De tal manera que se puede escoger a

no negativa sin p erdida de generalidad.

La primer consecuencia evidente de la m�etrica de Kerr es que los co e�cientes de la

misma no dep enden expl��citamente de el tiemp o t ni de la co ordenada angular ' . De esta

manera, la m�etrica resulta estacionaria y axisim�etrica.

Tal y como sucede con la m�etrica de Schwarzschild, la m�etrica de Kerr tiene una

singularidad en la comp onente radial cuando � = 0. Este radio corresp onde a la sup er�cie

de corrimiento al ro jo in�nito u horizonte del agujero. El radio al que esto o curre est�a dado

p or las soluciones � = 0. De esta manera, es �util escribir

� = ( r - r+ )( r - r - ); (55.4)

donde

r � =
€
GM=c2

Š
�

q
(GM=c2)2 - a2: (55.5)

Puede mostrarse que justamente la sup er�cie formada p or la ecuaci�on (55.5) para el signo

p ositivo, el horizonte , juega el mismo pap el que lo que hace el radio de Schwarzschild

para la m�etrica de Schwarzschild en el caso de agujeros sin rotaci�on. To do aquello que cae

dentro de este horizonte no puede escapar del mismo.

La ecuaci�on (55.5) imp one un l��mite sobre el momento angular m�aximo que un agujero

negro puede tener. El valor de este momento angular m�aximo es claramente J = GM 2=c.
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Ob jetos con un momento angular m�as grande que este valor no pueden colapsarse a formar

un agujero negro. Este resultado es sumamente imp ortante p orque para un agujero negro

con momento angular m�aximo {un agujero negro con m�axima rotaci�on { resulta que

r+ = GM=c2
, que es justamente la mitad de el radio de Schwarzschild.

Existe un efecto imp ortante para los agujeros negros con rotaci�on. Este efecto corres-

p onde al arrastramiento de sistemas inerciales de referencia . Justamente la rotaci�on

del agujero hace que entre m�as cerca se encuentre un ob jeto del agujero, el arrastre de

los sistemas de referencia sea m�as y m�as pronunciado hasta que nada pueda resistir este

arrastre en direcci�on a la direcci�on de rotaci�on del agujero. En otras palabras, un girosco-

pio lo calizado lo su�cientemente cerca al agujero deb e precesar. Existe un l��mite sobre el

cual el arrastre es tan severo que nada puede resistirlo de tal forma que ning �un observador

puede mantenerse en rep oso con resp ecto a las estrellas lejanas. Esta sup er�cie est�a m�as

lejos del horizonte y se denomina l��mite est�atico y est�a dado p or

r
est

= ( GM=c2) +
È

(GM=c2)2 - a2
cos

2 � (55.6)

Puede tambi�en mostrarse que a p esar de que las regiones lejanas al agujero negro con

rotaci�on son como{tiemp o, existen regiones fuera del horizonte que son como{espacio. La

sup er�cie que limita a esta regi�on se denomina ergoesfera y la regi�on entre el horizonte

y esta �ultima se denomina ergoregi�on . Resulta que la ergo esfera coincide con la sup er�cie

que da el l��mite est�atico. Lo imp ortante de esto es que la ergo esfera coincide con el hori-

zonte �unicamente para valores de � = 0; � corresp ondientes a los p olos del agujero (cf.

Figura VI I.4).

La ergoregi�on es sumamente imp ortante en astrof��sica. Para ver esto, consideremos

una part��cula proveniente de in�nito donde su energ��a E = p0c (cf. ecuaci�on (14.5) ) que

se mueve sobre una geo d�esica en el espacio{tiemp o y p enetra a la ergoregi�on. Ah�� dentro,

sufre un decaimiento en dos part��culas. La primera de ellas entra al agujero negro a trav�es

del horizonte y la segunda de ellas escapa a in�nito. La conservaci�on de la energ��a nos dice

la energ��a de la part��cula que escap�o a in�nito est�a dada p or E
esc

= E- E
cae

. Normalmente

E
cae

> 0 de tal manera que E
esc

< E . Sin embargo, dentro de la ergo esfera, como el espacio

es como{espacio, entonces cab e la p osibilidad que E
cae

< 0 de tal forma que E
esc

> E . Este

es el famoso proceso de extracci�on de Penrose mediante el cual existe la p osibilidad de
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Ergoesfera

Ergoregion
Ergoregion

Horizonte

Eje de rotación

Figura VII.4: La �gura muestra el horizonte de un agujero negro que rota alrededor del

eje vertical. El horizonte est�a dado p or la ecuaci�on (55.5) con signo p ositivo. La ergo esfera

es aquella regi�on que contiene eventos que pueden ser como{espacio. Ambas regiones

coinciden en los p olos del horizonte.

extraer energ��a del �unico lugar disp onible <el agujero negro!

Puede mostrarse que la fracci�on de la masa en rep oso del agujero negro que puede

hacerse disp onible al universo externo mediante el pro ceso de Penrose est�a dada p or 1 -

(1=
p

2)f1 + [ 1 - ( J=J
max

)2]1=2g1=4
. Para un agujero negro de m�axima rotaci�on este valor

resulta ser de � 30 % .

El hecho de que el radio del horizonte sea m�as p eque ~no en el caso de agujeros negros con

rotaci�on tiene consecuencias imp ortantes. Por ejemplo, para el caso de agujeros con rotaci�on

m�axima es p osible que part��culas puedan encontrarse en �orbitas circulares m�as cercanas al

radio dado para el caso de agujeros negros sin rotaci�on, que es de 3r
S

(cf. Tarea 18). Resulta

que para el caso de agujeros negros en rotaci�on el resultado dep ende fuertemente de si la

part��cula �orbita en direcci�on a la de giro del agujero negro ( corrotaci�on ) o en direcci�on

opuesta ( contra{corrotaci�on ). Los casos de m�as inter�es suceden para agujeros negros con

rotaci�on m�axima. En este caso la �ultima �orbita circular estable se encuentra a r = r+ =
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GM=c2
en el caso de corrotaci�on y r = 9r+ para part��culas en contra-corrotaci�on. De esta

forma, las energ��as m�aximas de amarre pueden estimarse. Para el caso de corrotaci�on estas

energ��as est�an dadas p or una fracci�on de 1 - 1=
p

3 de la masa en rep oso de la part��cula

en �orbita circular y p or 1-
È

25=27 para las contra-corrotacionales. As�� pues en el caso de

contra-corrotaci�on, es p osible extraer un 43 % de la masa en rep oso del material que cae

rotat�oriamente hacia el agujero negro.

�

Este es justamente el pro ceso mediante el cual se

lib era energ��a a trav�es de la acreci�on de materia en agujeros negros y es muy probable que

est�a misma sea la fuente de energ��a de varios de los ob jetos m�as energ�eticos en el universo.

Esta energ��a es mucho m�as grande que la obtenida con la fusi�on nuclear que en el mejor de

los casos alcanza a lib erar � 1 % de la masa en rep oso (cf. ecuaci�on (27.6) ). Adem�as esta

energ��a es 10 veces m�as grande que la que se puede lib erar en la acreci�on para agujeros

negros sin rotaci�on.

x56. Leyes de la termodin�amica para agujeros negros

El horizonte de eventos es aquella regi�on del espacio que divide el interior (el agujero

negro propiamente) y el exterior de un agujero negro. Formalmente se dice que un agujero

negro es el conjunto de eventos que impiden el escap e a in�nito de cualquier part��cula o

fot�on. De esta manera, el horizonte est�a formado p or to das las p osibles trayectorias de la luz

que son ap enas capaces de no caer en el agujero encontr�andose estancadas de esta manera

alrededor del mismo p or siempre. Es claro que estos rayos de luz en el horizonte no pueden

acercarse los unos a los otros, pues esto o casionar��a una eventual intersecci�on de los mismos.

Esto implicar��a que eventualmente los rayos de luz ser��an tragados p or el agujero negro, lo

cual es una contradicci�on. As�� pues, en el horizonte de eventos los rayos de luz �unicamente

pueden separase unos de otros o p ermanecer paralelos. En otras palabras, el �area A de el

agujero no puede disminuir, i.e. d A � 0. Esta ley de incremento del �area de un agujero

negro fue formulada p or Hawking de la Universidad de Cambridge en la d�ecada de los

1970's. La manera de incrementar esta �area es cuando materia y radiaci�on caen al agujero

o bien p or el amalgamiento de dos agujeros despu�es de su colisi�on. El hecho de que el �area

de los agujeros negros nunca decrece es similar al hecho de que la entrop��a de un sistema

en termo din�amica nunca decrece: la segunda ley de la termodin�amica . Recordemos que

esta ley es solamente probabil��stica y es v�alida �unicamente en la gran mayor��a de casos.
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Por ejemplo, la probabilidad de encontrar to das las part��culas de aire en tu recamara en

una esquina de la misma a un determinado instante es casi cero, p ero no cero. Sin embargo

como es sumamente p o co probable, consideramos este hecho como f��sicamente imp osible.

Un agujero negro p o dr��a quiz�as violar la segunda ley de la termo din�amica (d A � 0) de

una manera m�as evidente. Al arro jar una ca ja con gas bastante desordenado (i.e. con alta

entrop��a) a un agujero, la entrop��a de la materia fuera del agujero disminuye. Sin embargo

si consideramos a la entrop��a como la entrop��a dentro y fuera del horizonte de eventos,

evidentemente no hay contradicci�on con la segunda ley de la termo din�amica. Pero no

existe forma para ver dentro del agujero, as�� que observadores externos no p o dr��an medir

cuanta entrop��a hay dentro del agujero. >C�omo medir la entrop��a de un agujero negro

entonces?

Bekenstein, quien p or cierto naci�o en la Ciudad de M�exico, cuando era un estudiante

de la Universidad de Princeton dio la respuesta a tal pregunta en la d�ecada de los 1970's.

Bekenstein mostr�o que midiendo el �area de un agujero negro resultaba en una medida de

su entrop��a. De esta manera, cuando la materia era succionada al agujero, la suma de la

entrop��a externa con el �area del horizonte de eventos nunca decrecer��a.

El hecho de que un agujero negro p osea entrop��a signi�ca que deb e existir una temp e-

ratura relacionada con el mismo. Esta temp eratura, la llamada temperatura de Hawking

o mas correctamente temperatura de Hawking{Zeldovich est�a dada p or

T =
�hc3

8�GM�
B

� 10- 7 M �

M
K ; (56.1)

donde �h es la constante de Planck y �
B

es la constante de Kelvin.

Este resultado es totalmente contradictorio a to do lo que uno puede esp erar de un

agujero negro. Dentro del horizonte de eventos de un agujero negro nada escapa, ni siquiera

la radiaci�on electromagn�etica. Este excelente an�alisis realizado correctamente p or Hawking

mostr�o sin embargo que al considerar pro cesos de electro din�amica cu�antica en el estudio

de los agujeros negros, un esp ectro de radiaci�on t�ermica dado p or la ecuaci�on (56.1) deb��a

ser observado.

La teor��a cu�antica explica de manera excelente como es p osible llevar a cab o esta

emisi�on de radiaci�on. Resulta que fotones virtuales son creados del vac��o en to das partes

del universo. Uno de estos tantos lugares es p or ejemplo junto al horizonte de un agujero
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negro. En algunos casos, justamente antes de que estos mismos se aniquilen, uno de ellos

es atra��do hacia el agujero (debido a la fuerte atracci�on gravitacional) , mientras que el

otro es capaz de escapar hacia in�nito. De esta manera la aniquilaci�on de estos fotones

virtuales no puede llevarse acab o y as�� se pro duce un esp ectro t�ermico determinado p or la

ecuaci�on (56.1) .

De manera m�as general, no solamente son fotones los que son capaces de ser emitidos

p or el agujero. Tambi�en part��culas diversas pueden hacerlo. Basta con formar un par virtual

en el cual, una part��cula con energ��a negativa es devorada p or el agujero negro. De esta

manera su compa ~nera, con energ��a p ositiva es capaz de ser lanzada al exterior en forma de

radiaci�on.

De la ecuaci�on (56.1) se sigue que la evap oraci�on de agujeros negros debida a la radiaci�on

de Hawking es bastante insigni�cante para agujeros con masas comparables a las del sol. Sin

embargo, si agujeros negros de masa bastante ba ja fueron formados en el universo gracias

al colapso de las p eque ~nas irregularidades del gas primordial en el universo, entonces to dos

los agujeros con masas menores a 10

12

kg estar��an evap or�andose en la �ep o ca presente.

Sustituyendo este valor en la ecuaci�on (56.1) se sigue que T � 10

11

K, de tal manera que la

emisi�on esp erada deb er��a ser un pulso de rayos{ 
 . Estos agujeros realmente no deb er��an

ser llamados negros. <Son blancos, calientes y emiten energ��as impresionantes! Hasta el

presente no ha sido p osible observar estos agujeros negros primordiales , p ero la lucha no

se ha dado p or terminada.

Algunas de las propiedades f��sicas de los agujeros negros discutidas en esta secci�on

y otras m�as tienen sus aplicaciones m�as imp ortante en los ob jetos m�as energ�eticos que

existen en el universo: los N �ucleos Activos de Galaxias (NAG) .

x57. N�ucleos activos de galaxias

A principios del siglo XX las observaciones de la galaxia el��ptica M87 (tambi�en cono-

cida como NGC 4486, 3C 274 o Virgo A) hechas p or Herb er Curtis revelaron seg �un sus

palabras \ un curioso jet rectil��neo. . . aparentemente conectado con el n �ucleo p or una l��nea

de material ." Estas observaciones �opticas no fueron seguidas despu�es p or Curtis y no fue

sino hasta el desarrollo de la radioastronom��a en la d�ecada de los 1960's cuando el tema

de jets emanando del n �ucleo de ciertas galaxias se convirti�o en un tema de mucho inter�es
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en la astrof��sica. La galaxia M87 mostrada en la Figura I.4 muestra como se ve hoy en d��a

el jet �optico que p or primera vez describi�o Curtis.

Inmediatamente despu�es de la segunda guerra mundial, cient���cos que estuvieron in-

volucrados en el desarrollo de radares en la misma comenzaron a analizar la naturaleza de

la radiaci�on c�osmica en frecuencias de radio. Hey y sus colegas en el Grup o de Op eracio-

nes de la Armada del Reino Unido descubrieron la primera fuente discreta de radio en la

constelaci�on de Cygnus. Esta fuente se llama hoy en d��a Cygnus A (cf. Figura VI I.5) y

sigue siendo la radio galaxia m�as brillante en el cielo. De hecho es la radio galaxia p or

excelencia.

Figura VII.5: Imagen de alta resoluci�on de la radio galaxia p or excelencia, Cygnus A

(3C 405) a 5 GHz. Dos jets sim�etricos de part��culas calientes y de movimiento r�apido son

generados en las regiones centrales de la galaxia que lo contiene. Los jets se expanden

e interaccionan con el medio intergal�actico formando los radio l�obulos que se extienden

p or decenas de kiloparsecs en las extremidades de la radio galaxia. Esta fuente se extiende

alrededor de 150 kp c de un lado a otro. Cuando la galaxia es observada en frecuencias

�opticas, su tama ~no es menor a un d�ecimo de la longitud observada en radio. La imagen

fue obtenida con ayuda del Very Large Array (VLA) p or John Conway y Philip Blanco y

se encuentra en http://mamacass.ucsd.edu:8080/people/pblanco/cyga.h tml .

Para la d�ecada de los 1960's, los astr�onomos comenzaron a convencerse que hab��a se ~nales

de actividad p eculiar en los centros de varias galaxias. Estas galaxias ten��an concentraciones
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intensas de luz azul, bastante distinta de la radiaci�on caracter��stica recibida de agregados

de estrellas y gas, que son las fuentes normales de radiaci�on en una galaxia. El esp ectro de

esta nueva fuente de radiaci�on p ose��a exceso de radiaci�on azul y ultravioleta para provenir

incluso de las m�as calientes y masivas estrellas. En algunos casos se encontr�o que incluso

las fuentes de radiaci�on eran tan brillantes como la galaxia misma y que variaban con

el tiemp o. Las galaxias que conten��an estas fuentes centrales fueron llamadas N �ucleos

Activos de Galaxias (NAG). Las observaciones hechas en radio frecuencias mostraron que

algunas clases de estas radio galaxias conten��an chorros o jets angostos de gas r�apido. Muy

probablemente to das las galaxias p oseen una forma de actividad en su n �ucleo aso ciado con

un agujero negro supermasivo . Las luminosidades de estos n �ucleos pueden variar entre

10

36

W hasta 10

40

W , es decir, en o casiones hasta 10

13

L � . Estas regiones centrales son tan

brillantes que resultan capaces en o casiones de opacar a la luz de las � 1010
estrellas en la

galaxia entera. La radiaci�on proveniente de estos n �ucleos no proviene de estrellas normales

y en o casiones var��a en escalas de tiemp o menores a d��as. De esta manera es p osible p oner

una cota sup erior al tama ~no de la regi�on nuclear que pro duce la radiaci�on. En efecto,

a menos que movimientos relativistas sean involucrados, un ob jeto no puede variar en

una escala de tiemp o menor que el tiemp o que tarda la luz en cruzar el sistema. De esta

manera, si la intensidad de un ob jeto var��a p or un factor considerable (digamos de 2) en

una escala de tiemp o menor a �t , el tama ~no de este mismo deb e ser menor a c�t . As�� se

puede encontrar el tama ~no de esta maquinaria central . Cab e hacer notar que la emisi�on

en �optico e infrarro jo no proviene to da de la maquinaria central. Muy probablemente esta

ha sido absorbida primeramente p or nub es de gas y p olvo y reemitida p or estas mismas.

La manera de clasi�car los NAGs es un tema excesivamente confuso y confundible.

Esto es primeramente p or las limitaciones observacionales que se presentan. Por ejemplo,

no es p osible cubrir to do el esp ectro para to dos los ob jetos, lo cual implica que sea dif��cil

reconciliar una clasi�caci�on hecha en las propiedades de la emisi�on en rayos{X y otro en

las propiedades �opticas de distintos muestreos. Hist�oricamente existen otros problemas.

Por ejemplo, la frase cuasar que proviene de la palabra casi{estelar es un ejemplo de la

manera de confundir totalmente a estos ob jetos. De cualquier manera, la mejor forma de

intentar hacer una clasi�caci�on y uni�caci�on del gran mundo de los NAGs es un gran reto

de la investigaci�on mo derna. Hoy en d��a esta investigaci�on tiene como �nalidad el sup oner

a los pro cesos f��sicos que se llevan a cab o en diferentes NAGs como simples y sencillos, a
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p esar del car�acter confuso de las observaciones.

Los NAGs con luminosidad ba ja incluyen principalmente a las llamadas galaxias Sey-

fert y los m�as energ�eticos se denominan cuasares. Estos cuasares son tan energ�eticos que

pueden ser observados a distancias tan grandes que la luz proveniente de la galaxia proge-

nitora no puede ser vista. Algunos de estos NAGs son fuentes brillantes en radio.

Los cuasares son imp ortantes para la cosmolog��a pues sirven como sondas del universo a

grandes corrimientos al ro jo. Algunos de ellos est�an a corrimientos al ro jo tan grandes que

la l��nea Lyman{ � de hidr�ogeno (a 121 :6 nm ) que normalmente se encuentra en el lejano UV

se observa desplazada en el lejano ro jo del esp ectro visible (a 700 nm aproximadamente).

Varios de los detalles de los NAGs son desafortunadamente p o co entendidos. La mayor��a

de los mo delos atribuyen la energ��a proveniente de los NAGs a la acreci�on de gas hacia un

agujero negro de � 10

8

M � .

La raz�on de que sea un agujero negro y no otra cosa es debido a varias observaciones.

En primer lugar, la r�apida variabilidad de emisi�on en o casiones hasta de 1 min en galaxias

Seyfert de ba ja p otencia. Esto implica que la distancia que puede recorrer la luz en este

intervalo de tiemp o sea tan p eque ~na como el radio de Schwarzschild para un agujero de

10

7

M � . En segundo lugar, los NAGs son e�cientes en convertir la masa en rep oso en

energ��a radiante. Para mostrar esto, lo que se hace es sumar la p otencia o luminosidad

de to dos los cuasares observados en la tierra y se calcula cual es la densidad de energ��a

radiante aso ciada con la radiaci�on emitida. Resulta que esta es � 105 h- 3 M � c2
p or galaxia

brillante. Aqu�� h es la constante de Hubble en unidades de 100 km s

- 1

Mp c

- 1

. To das las

observaciones muestran que la gran mayor��a de cuasares est�an identi�cados con galaxias

brillantes. Ahora bien, estas masas nucleares muy probablemente han crecido desde la

�ep o ca de m�axima actividad de cuasares. De esta manera, calculando la masa central en

las galaxias cercanas, p o demos p oner un l��mite inferior a la e�ciencia � de�nida como

el co ciente entre la energ��a radiante de emisi�on entre la energ��a de la masa nuclear. El

resultado que se obtiene de este an�alisis es � & 0:01h- 3
. Despreciando to dos los errores

e incertidumbres hechas en estos c�alculos, resulta incluso dif��cil imaginar como se puede

llevar a cab o una conversi�on tan e�ciente de masa en energ��a p or pro cesos at�omicos y

nucleares. La �unica fuente de energ��a a la mano es la energ��a gravitacional. La r�apida

variabilidad de la emisi�on implica que un �unico ob jeto est�a presente en la pro ducci�on de

esta radiaci�on. Resulta que los �unicos ob jetos que pueden llevar a cab o estos pro cesos
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son agujeros negros sup ermasivos o estrellas sup ermasivas, sin embargo puede mostrarse

que las estrellas sup ermasivas (i.e. M � 10

100

M � )son inestables pues no pueden evadir

inestabilidades din�amicas.

La formaci�on de este agujero negro central implica que este mismo crecer�a subsecuen-

temente mediante la acreci�on de gas o mediante la acreci�on de estrellas, planetas y dem�as

material que lo ro dee. Si esto es cierto, uno esp erar��a la formaci�on de discos de acreci�on

alrededor de estos agujeros, sobre to do p orque para pro ducir energ��a como lo hace un

cuasar hay que tener una muy e�ciente forma de convertir masa en energ��a. Cuando lineas

esp ectrales son emitidas p or la sup er�cie de un disco de gas en rotaci�on, una comp onente

de las mismas estar�a cargada hacia el ro jo y la otra hacia el azul debido al efecto Doppler.

En otras palabras, se esp era que las lineas de emisi�on de algunos elementos tengan un pico

doble. Esto es justamente lo que se observa hoy en d��a con los observatorios de rayos-X en

el espacio exterior (cf. Figura (VI I.6)).

Otra de las razones a favor de agujeros negros es que la gran mayor��a de las radio fuentes

brillantes con esp ectro plano, i.e. el 
ujo F / I �
con � � 0:6 e I la intensidad, es decir,

muestran expansiones superlum��nicas (cf. secci�on x 9). Estas expansiones sup erlum��nicas

o curren cuando existe un 
uido relativista y velo cidades relativistas se esp eran si existen

fuertes camp os gravitacionales, como los de un agujero negro.

Los radio ejes de los radio jets observados p ermanecen �jos p or distancias inmensas, lo

cual implica que estos mismos han p ermanecido �jos en direcci�on p or tiemp os mayores a

10 millones de a ~nos en varias fuentes. Un giroscopio compacto, como un agujero de Kerr

es una manera natural de llevar a cab o este resultado.

Por si lo anterior fuera p o co, resulta que los estudios esp ectrosc�opicos de la mayor��a de

los n �ucleos gal�acticos p oseen d�ebiles lineas de emisi�on anchas. Esto sugiere que la mayor��a

de los n �ucleos gal�acticos tienen fuertes p otenciales gravitacionales.

x58. Discos de acreci�on alrededor de agujeros negros

En la secci�on x 36 discutimos muy brevemente como funciona un disco{ � de acreci�on.

El mismo an�alisis no{relativista (que resulta ser muy parecido a la descrip ci�on relativista)

puede extenderse para agujeros negros. El problema es que para el caso de agujeros negros

no se tiene una sup er�cie s�olida (como la sup er�cie de una estrella) en donde acab e el disco
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Figura VII.6: L��neas esp ectrales dobles pro ducidas p or el gas rotando sobre un disco

de acreci�on alrededor de un agujero negro sup ermasivo en el centro de la galaxia M87.

La l��nea se ve doble debida al efecto Doppler. Esta imagen fue tomada con el telescopio

espacial Hubble y obtenida de http://hubblesite.org .

de acreci�on y p or lo tanto necesitamos una condici�on de frontera adecuada que sustituya

a la ecuaci�on (36.33) . El �nal del disco de acreci�on corresp onde a la �ultima �orbita estable

que es 3r
S

para el caso de agujeros negros de Schwarzschild. Sup ongamos que la �ultima

�orbita estable se encuentra a la distancia r1. La condici�on Newtoniana para que la materia

caiga hacia el agujero es que

1
2

L2

I
�

1
2

G
Mm

r1
; (58.1)

en donde L es el momento angular de la part��cula de prueba que orbita alrededor del agujero

con masa M , e I = mr 2
1 es el momento de inercia alrededor del agujero en la �ultima �orbita

estable. El lado izquierdo de la ecuaci�on (58.1) es la energ��a rotacional de la materia que
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es menor que la energ��a de amarre a la distancia r1 {lado derecho de la ecuaci�on (58.1) . En

t�erminos del momento angular esp ec���co (momento angular p or unidad de masa) J = L =m

la ecuaci�on (58.1) es

J �
È

GMr 1: (58.2)

En otras palabras, el momento angular con el cual la part��cula de gas llega a la �ultima

�orbita estable deb e ser menor que la cantidad

p
GMr 1. Por como didad, escribamos la taza

de momento angular

_L de la part��cula en la p osici�on r1 como

_L = � _m
È

GMr 1 (58.3)

con � � 1. La condici�on (58.3) remplaza a la ecuaci�on (36.33) . De aqu�� se sigue que la

luminosidad L(r) pro ducida p or un anillo del disco �r est�a dada p or (cf. ecuaci�on (36.38) )

L(r) =
3G _mM ?

2r2

�
1 - �

• r1

r

‹ 1=2



�r: (58.4)

La luminosidad total del disco se obtiene integrando la ecuaci�on (58.4) desde r1 hasta

in�nito

L =
3G _mM ?

2

Z1

r1

�
1 - �

• r1

r

‹ 1=2



d r
r2 =

�
3
2

- �
�

G _mM
2r1

= � _mc2; (58.5)

en donde

� :=
1
2

�
3
2

- �
�

r
S

r1
:

De la ecuaci�on (56.1) se ve que cuando � = 1 entonces � � 0:8 para discos de acreci�on

alrededor de agujeros de Schwarzschild y � � 0:5 para discos en corrotaci�on con agujeros

negros de Kerr.

x59. Leyes de escala en agujeros negros

Es curioso que existan agujeros negros de varios tama ~nos en la naturaleza. Sobre to do,

aquellos de ba ja masa como las estrellas colapsadas y los de gran masa, como los agujeros
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negros sup ermasivos en los centros de varias galaxias y que amb os ob jetos debido a la

acreci�on que generan, pro duzcan discos de acreci�on y jets. Existen leyes de escalamiento

que nos p ermiten concluir que quiz�as la f��sica aso ciada a los fen�omenos de la naturaleza

que o curren alrededor de los agujeros negros astrof��sicos de estos diversos tama ~nos son el

mismo juguete f��sico, p ero reescalado.

Como vimos en la secci�on x 34, la luminosidad de Eddington L
Edd

es la luminosidad

cr��tica aso ciada con acreci�on esf�erica mediante la cual se ejerce una presi�on de radiaci�on

sobre un par electr�on{prot�on (cf. ecuaci�on (34.1) ). Cualquier fen�omeno que tenga una du-

raci�on de unos cuantos tiemp os din�amicos (esto excluye a las sup ernovas p or ejemplo) deb e

tener una luminosidad L tal que L < L
edd

. Adem�as la luminosidad de acreci�on est�a dada

p or la ecuaci�on (36.3) que para un disco de acreci�on alrededor de un agujero negro toma

el valor de la ecuaci�on (58.5) .

Si sup onemos p or ejemplo que la luminosidad L / M entonces L=L
Edd

tiene el mis-

mo valor para cualquier agujero, indep endientemente de su masa. Esto implica que la

imp ortancia relativa de la gravedad y la presi�on de radiaci�on es la misma para cualquier

agujero.

El tiemp o que tarda una part��cula de prueba en dar una vuelta alrededor de la �ultima

�orbita estable alrededor de un agujero es aproximadamente 10- 4(M=M � ) seg . El valor

exacto dep ende de si el agujero tiene o no rotaci�on. Este valor de tiemp o escala con M .

Si existe un disco de acreci�on alrededor de un agujero negro, el �area de su sup er�cie es

prop orcional

y
a M 2

. As��, la luminosidad p or unidad de �area escala como

_MM=M 2 / M - 1
.

Debido a que la intensidad radiada p or unidad de �area va como T4
, entonces el esp ectro

caracter��stico de tip o cuerp o{negro var��a como M - 1=4
. De esta manera, para agujeros

negros sup ermasivos la radiaci�on emitida se encuentra en el UV, cuando para agujeros

negros estelares, la emisi�on es en rayos-X.

x60. Jets extragal�acticos

Las velo cidades de las part��culas que caen hacia un agujero negro p or medio del pro ceso

de acreci�on sobre un disco de acreci�on son & c=2. Los camp os magn�eticos en estas regiones

y
En efecto, utilizando los resultados de la secci�on x 36 se obtiene que M /

RR
r �

� d a . Pero como � /

1 - ( r � =r)1=2
y como generalmente r � � R, se obtiene de inmediato que M / R2

.
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tan cercanas a los agujeros negros son lo su�cientemente intensos ( . 1 T) como para

acelerar a las part��culas a velo cidades ultrarelativistas. Estos camp os magn�eticos y las

part��culas que aceleran son los resp onsables de emisi�on en radio de los NAGs.

Una de las caracter��sticas m�as imp ortantes de los NAGs es que frecuentemente presen-

tan radiaci�on no{t�ermica (es decir, radiaci�on no tip o cuerp o negro) pro ducida p or camp os

magn�eticos y electrones que emiten radiaci�on sincrotr�onica . Esta energ��a y radiaci�on se

canaliza en chorros o jets provenientes del centro de la maquinaria central a velo cidades

ultrarelativistas (<en algunos casos hasta de 0:999c!) p or miles parsecs, p ero en o casiones

llegan a medir unos cuantos millones de parsecs. Estos jets son tan distintos y p eculiares

en su exactitud que m�as o menos es como si yo, desde mi o�cina en Ciudad Universitaria

tuviese una manguera lanzando gas de manera tan precisa que pudiese dirigir este jet a

lo largo de to da la atm�osfera terrestre hasta Australia. Estos ob jetos se denominan radio

fuertes y constituyen m�as o menos el 10 % de to da la p oblaci�on de NAGs.

Utilizando argumentos de energ��a m��nima que consisten en ver la energ��a existente

en los l�obulos de las radio galaxias, puede calcularse la energ��a m��nima que deb e ser cana-

lizada sobre los radio jets para pro ducir la radiaci�on observada. Resulta que estas energ��as

m��nimas son del orden de 10

52

J. <Esto es inmenso! Corresp onde a la energ��a en rep oso de

� 105
estrellas.

La manera m�as sencilla de entender como se lleva a cab o el 
ujo de los jets (sobre to do

su alto ��ndice de colimaci�on) es mediante leyes de conservaci�on.

Tarea 22
Consideremos un jet cuyo 
ujo es no{relativista y su ��ndice p olitr�opico es de 5=3. Aproxi-

memos al mismo como un 
ujo en una sola dimensi�on cuya secci�on transversal de �area A

var��a a lo largo de su trayectoria. Si la taza de masa inyectada al jet p or unidad de tiemp o

t (i.e. la descarga ) est�a representada p or

_M y la velo cidad del jet es v , entonces calculemos

la p otencia L , es decir la cantidad de energ��a p or unidad de tiemp o y la fuerza F en el

mismo.

( i ) Utilizando las ecuaciones de conservaci�on de masa, conservaci�on de entrop��a y la

ecuaci�on de Euler vistas en el cap��tulo IV para 
ujo no{relativista, calcula el va-

lor de @(� v

2=2+ �� )=@t. El t�ermino entre par�entesis es la energ��a total (cin�etica e

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



x60 JETS EXTRAGAL �ACTICOS 255

interna) p or unidad de volumen de una part��cula de 
uido, sin considerar efectos

gravitacionales del mismo. Muestra que la raz�on de cambio de esta energ��a p or uni-

dad de tiemp o puede escribirse de forma conservativa constituyendo la ecuaci�on de

conservaci�on de la energ��a

@
@t

�
1
2

� v

2 + ��



= - div

�
� v

�
1
2

v

2 + !
� 


: (60.1)

Integrando esta ecuaci�on sobre un volumen determinado y utilizando el teorema de

la divergencia en el lado izquierdo, as�� como escribiendo a la entalp��a esp ec���ca w

como w = � + P=� es evidente el signi�cado de esta ecuaci�on. El cambio de la energ��a

p or unidad de tiemp o en el volumen tomado p or la integraci�on es igual al 
ujo de

energ��a que pasa a trav�es de las fronteras del mismo volumen.

( i i ) Utilizando el inciso anterior o de alguna otra manera, muestra que la derivada total

d =d t de la energ��a p or unidad de volumen E = � v

2=2+ �! , ba jo las sup osiciones de

que d p=d t = 0, as�� como @p=@t= 0, puede escribirse como

L :=
d E

d t
=

1
2

d �
d t

v

2
�

1 +
2

M

2(� - 1)



(60.2)

donde M = v =c es el n �umero de Mach del material dentro del jet, c :=
È

(@P=@�)s

es la velo cidad del sonido en el jet, � es el ��ndice p olitr�opico del gas en el jet y

aqu�� se utiliz�o la famosa relaci�on termo din�amica ! = c2=(� - 1) . El signi�cado de la

ecuaci�on (60.2) es claro. El primer t�ermino del lado derecho de esta igualdad es la

energ��a cin�etica transp ortada p or el 
uido del jet. El segundo t�ermino es la energ��a

interna m�as el traba jo \p V ",

( i i i ) De la ecuaci�on de Euler y continuidad muestra que

d (� v )
d t

= v
d �

d t
- grad P: (60.3)

Con esto muestra que para un gas p olitr�opico en una sola dimensi�on (la co ordenada
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x ) en el cual @�=@t= 0 se sigue que

F :=
d

d t
(� v ) = v

d �
d t

�
1 -

1
� M

2



; (60.4)

donde v es la comp onente de la velo cidad en la direcci�on x . El signi�cado de esta

ecuaci�on es similar al de la ecuaci�on (60.3) . El primer t�ermino es el 
ujo de momento

y el segundo t�ermino est�a constituido p or las fuerzas de presi�on t�ermica.

( iv ) Si el jet es adiab�atico y estacionario ( @=@t= 0), entonces utilizando la ecuaci�on

de continuidad en su forma integral, muestra que la descarga, i.e. la cantidad de

masa p or unidad de tiemp o que atraviesa una determinada �area transversal A del jet

satisface la siguiente relaci�on

_M = � v A = const : (60.5)

Ahora bien, sup ongamos que el gas del jet est�a en equilibrio de presiones con su medio

ambiente, de tal manera que la presi�on p disminuye a lo largo del jet (la presi�on del gas

en una galaxia disminuye a medida que la distancia al centro de la misma se incrementa).

Sup oniendo que el ��ndice p olitr�opico es � = 5=3, es decir, el gas es monoat�omico entonces

� / A - 1
v

- 1 / p3=5
.

( vi ) Muestra con esto que el n �umero de Mach M / p- 4=5A - 1
y que v / p- 3=5A - 1

( vi i ) Construye una gr�a�ca que describa al �area como funci�on de la presi�on y muestra

que pasa p or un m��nimo justamente en donde el gas dentro del jet se convierte en

trans�onico (pasa de subs�onico a sup ers�onico). De esta manera, para que el jet se

convierta en sup ers�onico tiene que pasar p or el cohete convergente{diverge nte de

Laval . Este tip o de con�guraci�on es la que se tiene en las turbinas de los grandes

cohetes que via jan al espacio.

Puede mostrarse que en la parte subs�onica del 
ujo, la presi�on y la densidad son m�as

o menos constantes. En la parte sup ers�onica la velo cidad es m�as o menos constante, de

aqu�� que con lo mencionado arriba A / v

- 3=5
. Debido a que la densidad y la presi�on en la

gran mayor��a de las galaxias escala como 1=r2, entonces el �angulo que subtiende el jet con

el n �ucleo es A1=2r - 1 / r - 2=5
.
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Con esto hemos mostrado que para colimar un jet es necesario que su presi�on disminuya

con la distancia, indep endientemente de la expansi�on que este mismo lleva en su secci�on

transversal de �area A .

Para hacer un tratamiento relativista en el 
ujo del jet, consideremos un plasma ultra-

relativista de tal forma que su ecuaci�on de estado est�e dada p or p = e=3/ n4=3
, es decir

el ��ndice p olitr�opico � = 4=3.

Tarea 23

( i ) Utilizando el hecho de que el vector de 
ujo de energ��a (energ��a p or unidad de �area

p or unidad de tiemp o) es cT0�
, donde c es la velo cidad de la luz y Tkm

es el tensor

de energ��a{momento, muestra que la luminosidad L puede escribirse como

L = 4p
 2
v A; (60.6)

donde 
 es el factor de Lorentz para la velo cidad v .

( i i ) Utilizando las comp onentes espaciales del tensor de energ��a momento T�� (el tensor

de esfuerzos) muestra que la fuerza que pro duce el jet est�a dada p or

F = TxxA =



4
 2
v

2=c2 + 1
�

pA (60.7)

( i i i ) De manera similar a la que mostramos la ecuaci�on de continuidad en el caso relati-

vista, muestra que el n �umero de part��culas p or unidad e tiemp o _n es conservado

_n = n
 v A = const : (60.8)

Esta relaci�on es evidentemente una consecuencia directa de la ecuaci�on de continui-

dad para el caso relativista.

( iv ) Utilizando las ecuaciones (60.6) y (60.8) muestra que la secci�on de �area transversal

A del jet cumple con

A / 
 2=v ; (60.9)
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y que el m��nimo de esta �area sucede para el punto trans�onico en el cual v = c=
p

3,

que corresp onde al valor de la velo cidad del sonido para 
ujos relativistas.

Esta es la manera m�as sencilla de ver como funciona un jet relativista. Evidentemente

hay muchas omisiones en este an�alisis. Por ejemplo, turbulencia dentro del mismo causada

p or el arrastre entre las paredes del jet y su medio ambiente deb e o currir, as�� como la

generaci�on de ondas de cho que internas al jet debido a variaciones de velo cidad y/o cur-

vaturas en la estructura del jet. Adem�as deb e existir p erdida de energ��a p or radiaci�on del

plasma. Sin embargo, quiz�as la mayor omisi�on a to do este an�alisis es el hecho de que estos

jets son 
ujos hidromagn�eticos. Es decir, los camp os magn�eticos amarrados al plasma del

jet deb en ser capaces de enfo car y colimar al jet.
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Cap��tulo VIII

Cosmolog��a

Una de las aplicaciones m�as obvias de la teor��a general de la relatividad es su uso en

la din�amica del universo en su totalidad. Existen cuatro fuerzas en la naturaleza: fuerza

fuerte, fuerza d�ebil, fuerza el�ectrica y fuerza gravitacional. De �estas, las fuerzas fuerte y

d�ebil son de corto alcance (su in
uencia es s�olo notable a distancias at�omicas). Las fuerzas

restantes tienen largo alcance, sin embargo al considerar el universo a larga escala resulta

que el efecto neto de la fuerza electromagn�etica pro ducido p or cargas p ositivas y negativas

tiende a cancelarse. As�� pues, la �unica fuerza que juega un pap el signi�cativo en la din�amica

y en la evoluci�on del universo es la fuerza gravitacional.

x61. Observaciones cosmol�ogicas

Al observar el universo desde nuestro planeta tierra, en una no che clara, lo primero

que salta a la vista es el gran grado de inhomogeneidad que �este p osee. Existen estrellas

esparcidas p or to dos lados de manera un tanto cuanto irregular. Al realizar observaciones

con diversos instrumentos, se observa que las estrellas en el universo se encuentran dentro

de sistemas en forma de \islas" llamados galaxias . De la misma manera, al analizar la

distribuci�on de estas galaxias en el universo se encuentra que lo calmente (en escalas cortas)

la estructura fundamental del universo (las galaxias) est�an distribuidas inhomog�eneamente.

Sin embargo, esta distribuci�on de galaxias se vuelve uniforme (homog�enea) a medida que se

consideran escalas cosmol�ogicas, i.e. tan grandes que constan de un n �umero su�cientemente

grande de c �umulos de galaxias.
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Existen diversos map eos del cielo que muestran la validez de las a�rmaciones anteriores

utilizando en algunos de ellos hasta cientos de miles de galaxias. Por ejemplo, el Lick Survey

of Galaxies, el Cambridge APM Survey, Las Campanas redshift survey y el 2dF Galaxy

Redshift Survey p or mencionar algunos de los m�as famosos en la actualidad. De to dos estos

map eos (cf. secci�on x 4 y Figura VI I I.1) se in�ere que la distribuci�on de galaxias es uniforme

a gran escala y que tiene una inhomogeneidad notable en escalas menores a unos cuantos

Mp c. De hecho existen largos espacios vac��os y paredes de galaxias en estos map eos. Con

esto ha sido p osible observar que la top olog��a del universo es tal que la distribuci�on de las

galaxias en el universo se asemeja a la estructura de una esp onja. Las galaxias (material

de la esp onja) se encuentra distribuido en la esp onja de forma multiconexa. En otras

palabras, to das las galaxias se encuentran interconectadas unas con otras, p ero existen

hoyos los cuales p oseen multiconexiones entre ellos. Este tip o de estructura top ol�ogica

�unicamente existe en tres dimensiones, p ero no en dos. Es claro que si la estructura del

universo es como esp onja, necesariamente la distribuci�on a larga escala del mismo deb e ser

uniforme.

Otra manera de darse cuenta de la homogeneidad a larga escala del universo fue hecha

p or Hubble. El 
ujo de radiaci�on electromagn�etica (cantidad de energ��a p or unidad de

segundo p or unidad de �area) F est�a relacionado con la magnitud aparente mediante la

ecuaci�on (6.2) . De tal manera que si se realiza un map eo de galaxias hasta una magnitud

aparente m�axima m , corresp ondiente a una densidad de 
ujo F, entonces una galaxia con

luminosidad intr��nseca L puede ser observada a una distancia r tal que la ecuaci�on (6.1)

es v�alida. Ahora bien, si el n �umero de galaxias p or unidad de volumen que tienen una

luminosidad L es N0 entonces el n �umero de galaxias observadas dentro de un �angulo solido


 a una distancia r es

N(� F) = 
N 0r3 = 
N 0

�
L

4�F

�
/ F- 3=2

(61.1)

Sustituyendo la relaci�on (61.1) en la ecuaci�on (6.2) se obtiene que

N(� m) / 100:6m

(61.2)

Hubble fue el primero en darse cuenta de esta propiedad seguida p or el n �umero de

galaxias p or unidad de volumen. Diversas observaciones muestran que N sigue el valor
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Figura VIII.1: La �gura muestra el map eo del 2dF (two degree Field) Galaxy Reds-

hift Survey . El map eo fue hecho con mas de 210000 galaxias hasta corrimientos al ro jo

z . 0:5 utilizando el Telescopio Anglo-Australiano. Las zonas en blanco son regiones no

observadas. Nuestra galaxia se encuentra en el centro del diagrama. Las l��neas radiales mi-

den el corrimiento al ro jo de la galaxia en cuesti�on y p or lo tanto, su distancia a nuestra

galaxia. El �angulo p olar en este diagrama p olar mide la declinaci�on (altitud en la esfe-

ra celeste). Las galaxias han sido proyectadas to das en un plano arbitrario de ascensi�on

recta (longitud en la esfera celeste). Observaciones como esta han con�rmado correcta-

mente alto grado de homogeneidad del Universo a gran escala. La imagen fue tomada de

http://magnum.anu.edu.au/ ~TDFgg.

indicado p or la ecuaci�on (61.2) hasta una magnitud aparente m � 22.

Finalmente, una de las observaciones m�as imp ortantes para corrob orar la isotrop��a y

homogeneidad del universo se obtiene mediante las observaciones de la radiaci�on c�osmica

de fondo en micro ondas (cf. Figuras I.11 y I.12), observada en detalle principalmente p or el

sat�elite COBE (COsmic Background Explorer) y el sat�elite WMAP (Wilkinson Microwave

Anisotropy Prob e). El esp ectro de esta radiaci�on es un cuerp o negro p erfecto radiando a

una temp eratura de 2 :728 K . Las desviaciones de cuerp o negro son menores a 0 :03 % de su

intensidad m�axima en el intervalo de longitud de onda entre 0 :5{ 2 :5 mm. La distribuci�on de
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esta radiaci�on es isotr�opica hasta un nivel de una parte en 105
en to das las escalas mayores a

10

�
. Por arriba de estos niveles en las 
uctuaciones de la intensidad de la radiaci�on c�osmica

de fondo se observan 
uctuaciones reales en el cielo.

�

Estas son cruciales para entender el

origen de la formaci�on de las estructuras primordiales en el universo: las galaxias.

De estas observaciones se sigue que la manera natural de comenzar con un entendi-

miento del universo a gran escala es mediante la construcci�on de mo delos cosmol�ogicos

que sean isotr�opicos y homog�eneos.

x62. Ley de Hubble

La relaci�on de Hubble mencionada en la secci�on anterior fue derivada para distancias

de 2 Mp c alrededor de nuestra galaxia. Hoy en d��a se utiliza el m�eto do de la relaci�on

entre corrimiento al rojo y magnitud . Est�a relaci�on est�a basada en el hecho de que si

to das las galaxias tienen la misma luminosidad L entonces esp eramos que S = L=4�r 2
y

que m = - 2:5 log S+ const = 5 log r + const . El corrimiento al rojo z se de�ne como (cf.

secci�on x 40)

z =
�

obs

- �
em

�
em

(62.1)

La frecuencia de un sistema de referencia inercial (nosotros) a otro sistema de referencia

inercial (otra galaxia) que se mueve radialmente del primero con velo cidad v � c est�a dada

p or la ecuaci�on (40.1) (cf. secci�on x 18). Por lo tanto,

1 + z =
�

1 + v =c
1 - v =c

� 1=2

: (62.2)

De esta manera, para corrimientos al ro jo p eque ~nos v =c � 1 se obtiene

v = cz; (62.3)

que es la famosa ley de Hubble .

Por otra parte, si el universo est�a en expansi�on uniforme al tiemp o presente (<hoy!),

entonces la distancia entre dos puntos deb e incrementarse p or el mismo factor en un

determinado intervalo de tiemp o. En otras palabras,
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r1(t 2)
r1(t 1)

=
r2(t 2)
r2(t 1)

= : : : =
r

n

(t 2)
r

n

(t 1)
= : : : = � = const ; (62.4)

en el intervalo de tiemp o �t = t 2 - t 1 . De esta manera la recesi�on de velo cidad de una

galaxia con resp ecto al origen es

v n =
rn (t 2) - rn (t 1)

t 2 - t 1
=

(� - 1)
t 2 - t 1

rn (t 1) := H0rn (t 1): (62.5)

De aqu�� que un universo en el cual la distribuci�on de galaxias se mueve uniformemente

satisface la relaci�on

v = H0r; (62.6)

que es la forma tradicional, de enunciar la ley de Hubble .

x63. M�etrica de Robertson{Walker

La m�etrica de Rob ertson{Walker es la m�etrica de Minkowski de to dos los p osibles uni-

versos en expansi�on isotr�opica. Debido a que la curvatura del espacio es una manifestaci�on

de la curvatura del espacio{tiemp o, entonces la curvatura del espacio deb e ser isotr�opica.

De esta manera la geometr��a del espacio deb e ser tal como la curvatura de los espacios

isotr�opicos que analizamos en la secci�on x 47. En esa secci�on vimos que la parte espacial de

la m�etrica de los espacios isotr�opicos curvos est�a dada p or la ecuaci�on (47.5) en t�erminos

de las co ordenadas \esf�ericas" ( �; �; ' ) y/o ( x; �; ' ).

El concepto m�as imp ortante en el estudio de la cosmolog��a es el llamado principio

cosmol�ogico , el cual a�rma que \no vivimos en un lugar privilegiado del universo". De

aqu�� se sigue que nuestra galaxia se encuentra lo calizada en un lugar t��pico del universo y

que cualquier otro observador lo calizado en cualquier otra parte del universo a la misma

�ep o ca c�osmica que la nuestra observa la misma estructura a larga escala que nosotros

observamos. De esta manera, cualquier observador a la �ep o ca c�osmica presente observa la

misma ley de Hubble de la expansi�on de las galaxias, la misma radiaci�on c�osmica de fondo,

la forma de esp onja que forman las galaxias, etc.

En las discusiones subsecuentes utilizaremos el concepto de observador fundamental .
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Debido a que el universo se expande alrededor de nosotros, intro duzcamos un conjunto de

observadores que se mueven de tal forma que el universo aparece isotr�opico para cada uno

de ellos. As��, cada observador fundamental se mueve con el 
ujo de Hubble . De�namos

ahora el tiempo c�osmico como el tiemp o propio medido p or un observador fundamental

y
.

En otras palabras, el tiemp o c�osmico es el tiemp o medido p or un observador fundamental

desde el origen t = 0 en el cual se gener�o la gran explosi�on

z

El problema de utilizar la m�etrica (47.5) es que, dado que la velo cidad de la luz es �-

nita, al observar cualquier ob jeto astron�omico (e.g. las galaxias) estamos viendo el pasado

del mismo. En otras palabras, estos ob jetos est�an en el cono de luz del pasado centra-

do en nuestra galaxia en la �ep o ca presente t 0. La Figura VI I I.2 muestra pict�oricamente

esta situaci�on. La �unica forma en la que se puede entonces utilizar la m�etrica (47.5) es

utiliz�andola para una �unica �ep o ca.

Para p o der utilizar la m�etrica (47.5) es necesario p ensar entonces en � como una dis-

tancia �cticia escogida de la siguiente manera. Consideremos que tenemos un conjunto

grande de observadores, los cuales forman una l��nea desde nuestra galaxia a otra galaxia.

Cada uno de ellos p osee una regla y es capaz de medir el intervalo de distancia propia ��

entre �el y su sucesor. Cada uno de estos observadores es instruido para medir el intervalo

de distancia �� a un tiemp o c�osmico determinado. La suma de to dos estos intervalos la

denotamos como � .

�

Esta es una distancia �cticia en el sentido de que no es p osible medir �

de esta manera. Las distancias a las galaxias lejanas se observan de tal manera como fueron

vistas en el pasado y no existe forma de proyectar su p osici�on en la �ep o ca actual sin sab er

la din�amica del universo. De esta manera, la distancia � dep ende del mo delo cosmol�ogico

que se elija, que hasta el momento en nuestra discusi�on es una inc�ognita.

Ya que el universo est�a en expansi�on uniforme, entonces entre el intervalo de tiemp o

�t = t 2 - t 1, la distancia entre dos observadores fundamentales cumple con la relaci�on

y
La hip�otesis de Weyl dice que es p osible sincronizar to dos los relo jes asumiendo que las lineas de

universo de to dos los observadores fundamentales se alejan unas de otras de un punto en com �un en el

pasado.

z
En realidad no hay tal cosa como una explosi�on como veremos m�as adelante. Una explosi�on es la

inyecci�on de energ��a en una regi�on su�cientemente p eque ~na del espacio. El problema es que la gente

siempre piensa que de una explosi�on se sigue una expansi�on (con sobrada raz�on), p ero a la inversa no

funciona este argumento. En otras palabras, en lo subsecuente utilizaremos el termino gran explosi�on (p or

tradici�on), teniendo en cuenta que no hub o una explosi�on a t = 0 propiamente dicho. Cab e hacer notar

que en sobradas o casiones, la teor��a de la gran explosi�on es llamada teor��a del Big Bang p or su nombre en

ingl�es.
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Distancia

Tiempo

la epoca presente
Nuestra galaxia en

Cono de Luz
del pasado

Cono de luz
del futuro

Epoca presente 

Linea de universo
de una galaxia
distante

Galaxia distante
en el pasado

Figura VIII.2: Representaci�on gr�a�ca del cono de luz generado p or nuestra galaxia

(origen de co ordenadas en la �gura). Al observar una galaxia distante, gracias a que la

velo cidad de la luz es �nita, �unicamente nos llega informaci�on proveniente del pasado de

esta galaxia. La distancia presente a la que se encuentra es descono cida hasta obtener un

mo delo de la din�amica del universo.

� 1(t 1)
� 1(t 2)

=
� 2(t 1)
� 2(t 2)

= : : : = const :=
R(t 1)
R(t 2)

; (63.1)

donde R(t ) es el factor de escala . Este factor de escala describ e la manera en la que var��a

la separaci�on relativa entre dos observadores como funci�on del tiemp o c�osmico. Es �util

normalizar R(t ) a una cierta �ep o ca. As�� pues, de�namos R(t 0) = 1 y p ongamos � (t 0) = r .

De esta manera,

� (t ) = R(t )r: (63.2)

La co ordenada r se denomina frecuentemente como coordenada radial de comovimiento y
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es tal que funciona como una etiqueta amarrada a una galaxia para to do tiemp o c�osmico.

La variaci�on de la distancia propia entre dos galaxias en el universo que se expande es

tomada en cuenta mediante el factor de escala R(t ) .

La isotrop��a del universo signi�ca que las distancias ortogonales a la linea de visi�on

deb en expandirse de manera an�aloga a las radiales. En otras palabras,

R
c

(t ) sin (�=R
c

(t )) d �
R

c

(t 0) sin (r=R
c

(t 0)) d �
=

R(t )
R(t 0)

= R(t ): (63.3)

La soluci�on a esta ecuaci�on es

R
c

(t ) = R R(t ); (63.4)

donde R := R
c

(t 0) . De esta manera, para conservar la isotrop��a y la homogeneidad del

universo, la curvatura � tiene que variar como � / 1=R2(t ) .

Sustituyendo las ecuaciones (63.2) y (63.4) en la m�etrica (47.5) en su forma general se

obtiene la m�etrica de Robertson{Walker

d s2 = c2
d t 2 - R2(t )



d r2 + R 2

sin

2(r=R) d 
 2
�

: (63.5)

La m�etrica (63.5) puede escribirse de otra forma, utilizando la co ordenada x = R
c

sin (r=R
c

)

d s2 = c2
d t 2 - R2(t )

�
d x2

1 - k x2 + x2
d 
 2



; (63.6)

en donde la curvatura k del tres{espacio est�a dada p or k = 1=R2
. Existe la p osibilidad de

reescalar la ecuaci�on (63.6) haciendo el cambio jk jx2 ! x2
combinado naturalmente con

k ! sign ( k ) := k. De esta manera, la ecuaci�on (63.6) toma la forma

d s2 = c2
d t 2 - R2(t )

�
d x2

1 - kx2 + x2
d 
 2



; (63.7)

con k = + 1; 0; - 1 cuando la geometr��a del espacio es de tip o esf�erica (curvatura p ositi-

va), de curvatura plana (Eucl��dea o de curvatura cero), y de tip o hip erb�olico (curvatura

negativa) resp ectivamente.

La ecuaci�on (63.5) representa la m�etrica para describir al universo. Posee dos inc�ognitas,

el factor de escala R(t ) y la constante R . La manera de encontrar estas mismas es resol-
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viendo las ecuaciones de Einstein. Evidentemente estas funciones contendr�an informaci�on

sobre la curvatura del espacio y la densidad del universo.

x64. Cosmolog��a observacional

Antes de discutir las ecuaciones que describ en la din�amica del universo, mediante la

m�etrica de Rob ertson{Walker y las ecuaciones de Einstein, veamos las consecuencias que

esta m�etrica imp one sobre las observaciones del universo.

Primeramente consideremos un paquete de ondas electromagn�eticas con frecuencia �

emitido entre los tiemp os t y t + �t p or una galaxia distante. En la tierra, un observador

fundamental recib e este paquete de ondas en la �ep o ca presente entre los intervalos t 0 y

t 0 + �t 0. Las ondas electromagn�eticas se mueven a lo largo de geo d�esicas nulas, de tal

manera que d s = 0 en la ecuaci�on (63.5) . Sup oniendo que la propagaci�on del haz de luz se

hizo de manera radial (i.e. d � = 0; d ' = 0), la ecuaci�on (63.5) queda entonces como

- d r =
cd t
R(t )

: (64.1)

Sup ongamos que el frente del paquete de ondas fue emitido al tiemp o t y recibido en la

tierra al tiemp o t 0. De esta manera, para el frente del paquete, integrando la ecuaci�on (64.1)

desde la fuente hasta el observador en la tierra se obtiene

c
Zt 0

t

d t
R(t )

= -
Z0

r
d r: (64.2)

De la misma manera, la parte �nal del paquete que fue emitida al tiemp o t + �t y llego

a la tierra al tiemp o t 0 + �t 0 se integra desde la galaxia distante hasta nuestra co ordenada

en la tierra

c
Zt 0+ �t 0

t + �t

d t
R(t )

= -
Z0

r
d r: (64.3)

Combinando las ecuaciones (64.2) -(64.3) se obtiene que

0 = c
Z�t 0

�t

d t
R(t )

� c
�t 0

R(t 0)
- c

�t
R(t )

y como R(t 0) = 1 esta relaci�on implica la dilaci�on del tiempo
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�t 0 =
�t

R(t )
: (64.4)

Al observar a las galaxias distantes desde la tierra, R(t ) < 1 . De esta manera, cualquier

fen�omeno que o curra en una galaxia distante, lo observamos con una duraci�on de tiemp o

mayor aqu�� en la tierra.

Consideremos ahora que �t = 1=� es el p erio do en el cual se emiten las ondas electro-

magn�eticas de frecuencia � , y que �t 0 = 1=� 0 es el p erio do de observaci�on de las mismas.

La ecuaci�on (64.4) implica entonces que � 0 = �R (t ) , o bien utilizando el corrimiento al

rojo z

z =
�

em

- �
obs

�
obs

=
1

R(t )
- 1

o bien,

1 + z =
1

R(t )
(64.5)

La ley de Hubble (62.6) de expansi�on del universo en t�erminos de distancias propias

puede escribirse como

d �
d t

= H0�; (64.6)

de tal manera que sustituyendo la ecuaci�on (63.2) en esta relaci�on se obtiene

H0 = _R=R: (64.7)

Ahora bien, la constante de Hubble H0 es medida con resp ecto a la �ep o ca presente t 0,

donde R(t 0) = 1. De esta manera H0 = _Rjt 0 . La ecuaci�on (64.7) nos p ermite de�nir una

constante de Hubble H(t ) que varia con el tiemp o c�osmico de la siguiente manera

H(t ) =
_R
R

�
�
�
�
t
; H0 = H(t 0) = _R

�
�
�
t 0

: (64.8)
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Como mencionamos anteriormente, la expansi�on del universo combinada con la iso-

trop��a del mismo implica que las distancias en las comp onentes azimutales y p olares de la

m�etrica cambien. Si d es la distancia propia en la direcci�on � entonces

d = ��R (t ) (R sin (r=R)) =
D��
1 + z

;

donde hemos intro ducido la medida de distancia D := R sin (r=R) . De aqu�� se sigue que

�� =
d(1 + z)

D
: (64.9)

Esta igualdad se reduce a la expresi�on Euclidiana d = r�� para corrimientos al ro jo

p eque ~nos z � 1 y r � R . Frecuentemente, la ecuaci�on (64.9) se escrib e como

�� =
d

D
A

; (64.10)

para que tenga una semejanza a su equivalente Euclidiano. La cantidad D
A

:= D=(1 + z)

se cono ce como la distancia diametral angular .

La edad del universo hoy t 0, es simplemente el tiemp o que tarda un fot�on desde la gran

explosi�on ( r = r
max

; t = 0) hasta la �ep o ca presente t = t 0; r = 0, en donde r
max

es el valor

de la co ordenada en comovimiento corresp ondiente a un cambio ro jo in�n��tamente grande

z = 1 o bien R = 0

t 0 =
Zt 0

0
d t =

1
c

Zr
max

0
R(t ) d r (64.11)

x65. Ecuaciones de Friedmann

La m�etrica de Rob ertson{Walker (63.7) p osee dos inc�ognitas, R(t ) y R . Es necesario

utilizar las ecuaciones de Einstein para encontrar una relaci�on de la din�amica del universo

que relacione a ambas.

La primera relaci�on que se obtiene utilizando la nulidad de la divergencia del tensor de

energ��a{momento (cf. ecuaci�on (46.27) ) es una ley de conservaci�on de energ��a

_� + 3
_R
R

•
� +

p
c2

‹
= 0: (65.1)
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Aqu�� hemos utilizado el hecho de que la energ��a interna propia p or unidad de volumen

de la materia o radiaci�on e est�a relacionada con su densidad de masa en rep oso propia �

mediante la igualdad e = c2� y
. Multiplicando la ecuaci�on (65.1) p or R3

se obtiene

d

d t

€
�R 3

Š
+

p
c2

d R3

d t
= 0: (65.2)

Ahora bien, una unidad de volumen en comovimiento ( V = R3
) tiene una energ��a

interna U tal que U = c2�R 3
. De tal forma que la ecuaci�on (65.2) puede reescribirse como

d U + Pd V = 0; (65.3)

De acuerdo con la primera ley de la termo din�amica, el lado derecho de esta igualdad es

Td S, donde T es la temp eratura del universo y S su entrop��a. As��, la expansi�on del universo

se lleva de manera adiab�atica.

Las siguientes relaciones que se obtienen con las ecuaciones de Einstein describ en la

cinem�atica del universo. La primera de ellas fue calculada p or Friedmann y la segunda p or

Raychaudhuri:

_R2 =
8
3

�G�R 2 -
c2

R2 : (65.4)

•R = -
4
3

�GR
�

� +
3p
c2

�
; (65.5)

Estas dos ecuaciones junto con la relaci�on (65.1) se denominan frecuentemente como las

ecuaciones de Friedmann .

Con estas relaciones y una relaci�on p olitr�opica

z
se encuentra el valor del factor de escala

R como funci�on del valor del radio de curvatura R en la �ep o ca presente.

y
En estudios cosmol�ogicos y generalmente en estudios gravitacionales se adopta frecuentemente un

sistema de unidades en el cual c = 1. De esta manera se habla indistinguiblemente de la densidad de

energ��a � y de la densidad de masa � de una part��cula. En lo subsecuente, nosotros no adoptaremos este

sistema de unidades. Sin embargo recuerda muy bien que generalmente no se utiliza en ning �un lado en

cosmolog��a la letra e para representar a la energ��a interna p or unidad de volumen, <incluso si no se adopta

un sistema de unidades en el cual c = 1! Bienvenido al mundo de la confusi�on.

z
La ecuaci�on utilizada generalmente es la de un gas p olitr�opico. En termo din�amica relativista un

gas p olitr�opico ob edece la relaci�on p / n �
(cf. ecuaci�on (26.7) ). Utilizando la primera ley de la termo-

din�amica (21.7) se sigue que para cualquier gas p olitr�opico, relativista (incluso para el caso de un gas
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x66. Modelo est�andard de Friedmann

El universo como lo p ercibimos en la �ep o ca presente est�a dominado p or estructuras

masivas denominadas galaxias. As�� pues, cualquier presi�on t�ermica que realicen estas ma-

sas, es despreciable en comparaci�on con la densidad de energ��a en rep oso de las masas

(presi�on es energ��a interna p or unidad de volumen). De esta manera, se de�ne a un con-

junto de part��culas no{colisionales (e.g. las galaxias) como polvo . Este p olvo es tal que su

presi�on p = 0. Con esto, las ecuaciones de Friedmann y la ecuaci�on de conservaci�on de

la energ��a (65.1) toman un asp ecto sencillo. De hecho, la ecuaci�on de energ��a en este caso

implica que

� = � 0R- 3; (66.1)

que es justamente la ecuaci�on (23.5) y representa la conservaci�on de la masa.

La ecuaci�on de Friedmann (65.5) combinada con la ecuaci�on (66.1) se transforma en

_R2 =
8
3

�G� 0R- 1 -
c2

R2 : (66.2)

Esta igualdad es equivalente a la segunda ecuaci�on de Friedmann (65.4) para este caso.

La ecuaci�on (66.2) corresp onde a la relaci�on (23.10) si identi�camos � = 2c2=R2
. Las

soluciones ya fueron calculadas en el la secci�on x 23, y como vimos ah�� las soluciones con

R2 < 0 corresp onden a universos abiertos (geometr��a hip erb�olica) que se expanden p or

siempre. Cuando R2 = 0 se obtienen universos abiertos (geometr��a Euclidiana o plana)

que tambi�en se expanden p or siempre. Las soluciones con R2 > 0 corresp onden a universos

cerrados (geometr��a esf�erica) en los cuales o curre un recolapso para un tiemp o �nito en el

futuro.

Cab e hacer notar el hecho de que el universo en expansi�on para mo delos de p olvo y el

que consideramos en la secci�on x 23 tienen las mismas soluciones debido principalmente a

tres causas. La primera es que la f��sica que describ e al comp ortamiento lo cal de la materia,

es la misma f��sica que describ e su comp ortamiento a larga escala. Por ejemplo, la curvatura

ultrarelativista para el cual p � e) y no{relativista, la ecuaci�on de estado est�a dada p or

p = ( � - 1)e: (65.6)
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del espacio en un mil��metro c �ubico del universo es igual a la curvatura de to do el universo.

La segunda es que el c�alculo Newtoniano es valido para to dos los observadores que se

mueven de tal forma que el universo parece isotr�opico para ellos y esto o curre para to dos

los observadores fundamentales, tal cual se escogieron en la m�etrica de Rob ertson{Walker.

La tercera causa es que la validez de la m�etrica de Rob ertson{Walker es a lo largo de to do

el universo, incluso en escalas mayores a la escala del horizonte r = ct . Esto no es de

extra ~narse, pues el principio cosmol�ogico implica que la escala de validez de la f��sica lo cal

o curre tambi�en a nivel global.

Es �util de�nir la densidad cr��tica �
c

como la densidad l��mite que deb e tener el universo

para mantenerse cerrado. M�as all�a de este l��mite cr��tico, el universo es abierto. De la

ecuaci�on (66.2) se sigue que

�
c

=
3H2

0

8�G
: (66.3)

De esta manera se de�ne el par�ametro de densidad 
 0 de tal forma que


 0 =
� 0

�
c

(66.4)

=
8�G� 0

3H2
0

(66.5)

Con esto, la ecuaci�on (66.2) toma la forma

_R2 =

 0H2

0

R
-

c2

R2 ; (66.6)

cuyas soluciones est�an dadas p or

a) Mo delo de Einstein{de Sitter con 
 0 = 1 (plano):

R =
�

3
2

H0t
� 2=3

: (66.7)
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b) 
 0 > 1 (esf�erico):

R = a(1 - cos � ); t = b(� - sin � ):
�

a :=

 0

2(
 0 - 1)
; b :=


 0

2H0(
 0 - 1)3=2
:
�

(66.8)

c) 
 0 < 1 (hip erb�olico):

R = � ( cosh � - 1); t = � ( sinh � - � ):
�

� :=

 0

2(1 - 
 0)
; � :=


 0

2H0(1 - 
 0)3=2:
�

(66.9)

Como caso particular del segundo inciso est�a el modelo de vac��o con 
 0 = 0, tambi�en

cono cido como el modelo de Milne . Es interesante ver que en un mo delo en el cual la den-

sidad � 0 = 0 el universo se comp orta de manera hip erb�olica. Esto puede explicarse con el

siguiente argumento. De acuerdo con la ecuaci�on (65.5) , la desaceleraci�on de cualquier gala-

xia es cero. En otras palabras, la velo cidad de expansi�on de cualquier galaxia con resp ecto

al mismo observador fundamental es la misma. De esta manera, to dos los observadores

fundamentales est�an en sistemas de referencia inerciales. As��, el tiemp o c�osmico entre una

y otra galaxia est�a dado p or la transformaci�on de Lorentz t 0 = ( t - v r=c2)=
È

(1 - v

2=c2) .

Ahora bien, las condiciones de isotrop��a y homogeneidad deb en o currir al mismo tiemp o

c�osmico t 0
en los sistemas de referencias de los observadores fundamentales. En otras pa-

labras, la hip ersup er�cie t 0 = const es normal a la linea de universo de cada observador

fundamental (galaxia). Por otra parte, el elemento de distancia d l en un punto dado P

sobre la hip ersup er�cie t 0 = const es tal que d s2 = c2
d t 02 - d r2 = - d l 2

. De esta manera

d l 2 = - c2
d t 02 + d r2

con t 0
el tiemp o propio y l la distancia propia medidos amb os a partir

del punto P. La co ordenada t 0
corresp onde justamente al tiemp o c�osmico t 0

y la co orde-

nada l a la co ordenada radial � que aparece en la ecuaci�on (47.5) . Por lo tanto, es claro

entonces que el espacio{tiemp o que describ e al universo vac��o no es de Minkowski pues

la intro ducci�on del tiemp o c�osmico t 0
y la distancia propia l son las co ordenadas necesa-

rias para describir el comp ortamiento del mismo. Mediante el uso de estas co ordenadas es

p osible llegar a la m�etrica de Rob ertson{Walker equivalente para un universo vac��o.

En la �ep o ca presente, cuando t = t 0 y R = 1, la ecuaci�on (66.6) implica que
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R =
c

H0(
 0 - 1)1=2
: (66.10)

Esto signi�ca que la densidad del universo y su curvatura espacial est�an relacionadas una

a una mediante esta relaci�on. Esto no es de extra ~narse pues \ la masa le dice al espacio

como curvarse. . . " (cf. secci�on x 46). De la ecuaci�on (66.10) se sigue entonces que el valor

de la curvatura presente del universo puede cono cerse sabiendo los valores de su densidad


 0 y la constante de Hubble H0 para la �ep o ca actual.

Es p osible medir la deceleraci�on del universo mediante la intro ducci�on de una acelera-

ci�on adimensional q0, llamada par�ametro de desaceleraci�on que se escrib e como

q0 := -

‚
•R

_R2

Œ�
�
�
�
�
�
t 0

: (66.11)

Esta de�nici�on es clara si se considera que q0 representa la mo di�caci�on a la ley de Hubble

a segundo orden de aproximaci�on

R(t )
R(t 0)

= 1 + H0(t - t 0) -
1
2

q0H2
0(t - t 0)2 + : : :

Sustituyendo la relaci�on (66.6) en la igualdad (66.11) se obtiene el valor de el par�ametro

de desaceleraci�on para los mo delos de p olvo

q0 =

 0

2
: (66.12)

Mediante el uso de las ecuaciones (64.5) , (66.2) y (66.5) se sigue que

d z
d t

= - H0(1 + z)2(
 0z + 1)1=2: (66.13)

De aqu�� que el tiemp o c�osmico t medido desde la gran explosi�on z = 1 est�e dado p or

t =
Zt

0
d t = -

1
H0

Zz

1

d z
(1 + z)2(
 0z + 1)1=2

: (66.14)

Utilizando esta relaci�on es f�acil ver que (<demu�estralo!)
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t 0 =

8
>>>><

>>>>:


 0

H0 (
 0 - 1)3=2



arcsin

€

 0 - 1


 0

Š1=2
- (
 0 - 1)1=2


 0

�
; si 
 0 > 1:

2
3H0

; si 
 0 = 1:


 0

H0 (1- 
 0 )3=2



(1- 
 0 )1=2


 0
- asinh

€
1- 
 0


 0

Š1=2
�

; si 
 0 < 1:

(66.15)

De aqu�� (o de la ecuaci�on (66.14) ) se sigue que la edad del universo t 0 � H- 1
0 .

Es natural generalizar 
 0 y H0 a cantidades que dep endan de cualquier tiemp o c�osmico

H(t ) := _R(t )=R(t ); 
 = 8�G�=3H 2(t ); (66.16)

en donde H(t ) y 
 (t ) representan a la constante de Hubble y a la densidad del universo

evaluadas a un tiemp o c�osmico t resp ectivamente.

As��, utilizando las ecuaciones (64.5) y (66.1) se obtiene que


H 2 =
8�G

3
� 0 (1 + z)3 : (66.17)

De esta �ultima relaci�on y utilizando las ecuaciones (66.6) y (66.10) se obtiene una de las

relaciones m�as imp ortantes en cosmolog��a

�
1 -

1





=

1
1 + z

�
1 -

1

 0



: (66.18)

La ecuaci�on (66.18) muestra que, indep endientemente del valor que 
 0 tenga en la

�ep o ca presente, en el pasado distante del universo de p olvo, cuando z ! 1 , el par�ametro

de densidad 
 ! 1. De hecho, si el par�ametro de densidad fuese ligeramente distinto de

uno en el pasado distante, este mismo ser��a notablemente distinto de la unidad en la �ep o ca

presente

y
.

El hecho de que la curvatura del universo sea cercana a cero en la �ep o ca presente se

cono ce como el problema de aplanado del universo. Es imp ortante remarcar este resultado:

\El universo debi�o hab er sido puesto en un estado con bastante precisi�on de tal manera

que en el pasado distante 
 = 1. Esto se mani�esta en un universo Eucl��deo en nuestra

�ep o ca presente".

y
Las observaciones muestran que el valor del par�ametro de densidad del universo en la �ep o ca presente

se encuentra a lo m�as con un factor de diez de este n �umero, lo cual implica que el universo deb e ser cercano

a un universo plano
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x67. Modelos de polvo con � 6= 0

Antes de analizar la historia t�ermica del universo, es imp ortante discutir la din�amica

de un universo de p olvo cuando la constante cosmol�ogica � es tomada en consideraci�on

en las ecuaciones de Einstein (46.22) :

Rik -
1
2

Rgik =
8�G
c4 Tik + �g ik : (67.1)

Hist�oricamente, la constante cosmol�ogica fue intro ducida p or Einstein p orque existe

la p osibilidad de tener soluciones estacionarias del universo si � 6= 0 a este mo delo se le

cono ce como el modelo est�atico de Einstein . El intro ducir esta constante en las ecuacio-

nes de Einstein ha sido algo que cambia con la �ep o ca seg �un los avances (o retro cesos) en

la cosmolog��a. Las �ultimas observaciones hechas con sup ernovas indican que la constante

cosmol�ogica es diferente de cero. Adem�as cuando el universo pasa p or una �ep o ca in
a-

cionaria (cf. secci�on x 71) necesariamente se obtiene que, en esta �ep o ca de aceleraci�on

exp onencial, la constante cosmol�ogica es distinta de cero.

Evidentemente, la existencia de la constante cosmol�ogica puede verse como un tip o de

\fuerza antigravitaciona l

y
" que aparece de alguna manera en las ecuaciones de Einstein. De

hecho, estos cambios hechos en las ecuaciones de Einstein tienen un signi�cado f��sico muy

profundo. Esto ya que la intro ducci�on de una constante en el Lagrangiano que describ e

al espacio{tiemp o signi�ca que el mismo espacio{tiemp o adquiere una curvatura que no

puede ser eliminada de ninguna manera y que no est�a aso ciada con materia u ondas gravi-

tacionales. De hecho, como veremos en un momento esta misma es atribuida generalmente

al espacio vac��o y las 
uctuaciones cu�anticas que en el mismo o curren gracias al principio

de incertidumbre de Heisenb erg de la mec�anica cu�antica.

Para comenzar, notemos que las ecuaciones de Friedmann con constante cosmol�ogica

� no{nula toman la forma

y
Formalmente no es una fuerza de antigravedad como tal, pues su efecto no es precisamente el efecto

inverso de la fuerza gravitacional. Esta fuerza es simplemente una fuerza repulsiva, en vez de una fuerza

atractiva como lo es la fuerza gravitacional.
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•R = -
4
3

�GR
�

� +
3p
c2

�
+

1
3

�R; (67.2)

_R2 =
8
3

�G�R 2 -
c2

R2 +
1
3

�R 2: (67.3)

Incluso cuando p = 0 y � = 0, es decir, en el caso de ausencia de masa y energ��a en el

universo, existe la p osibilidad de tener una fuerza neta que act �ua sobre cada part��cula de

prueba en el universo (

•R = �R=3 ). Esta propiedad del espacio vac��o es de car�acter cu�antico

y no existe forma de entenderle con mec�anica cl�asica.

Se de�ne al vac��o cosmol�ogico (o vac��o del universo) como la ausencia de camp os f��sicos

y p or tanto materia y/o energ��a en una regi�on determinada del universo. En mec�anica

cl�asica entonces el vac��o tiene una densidad de energ��a id�enticamente igual a cero. Sin

embargo, en mec�anica cu�antica el principio de incertidumbre de Heisenb erg implica que

deb en existir 
uctuaciones de camp os y energ��a alrededor del valor nulo esp erado que

tienen estas cantidades f��sicas. Por lo tanto, la densidad de energ��a del vac��o es distinta

de cero en la realidad. Evidentemente estas 
uctuaciones son p eque ~nas, sin embargo son

medibles en el lab oratorio (e.g. el efecto Casimir). Cuando se considera el vac��o cu�antico

aso ciado al Universo en su totalidad, es claro entonces que este efecto puede ser notable

en la din�amica del Universo.

La mejor manera de entender un p o co como la propiedad del vac��o puede pro ducir una

constante cosmol�ogica es la siguiente. Consideremos que el vac��o p osee una una densidad

de energ��a �
v

y que tiene una presi�on p
v

. Si un p edazo V de vac��o es expandido p or

una cantidad � V mediante un pro ceso adiab�atico, entonces mediante la primera ley de

la termo din�amica, la energ��a interna p or unidad de masa �� = - p� V . Por otra parte, al

expandir el volumen existe un incremento de energ��a �� del vac��o dado p or �� = �
v

c2� V .

Esto no sucede generalmente en un gas normal, pues si se tiene gas en un contenedor, al

expandirlo, la energ��a interna del mismo disminuye. Sin embargo, al aumentar el volumen

en un contenedor de vac��o, la energ��a aumenta debido a que se incrementa la cantidad de

vac��o en el mismo. De aqu�� se sigue que

p = - �
v

c2: (67.4)
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Es decir, el traba jo p� V hecho en la expansi�on es negativo y p or lo tanto la presi�on

es negativa

y
. Resulta adem�as que durante la expansi�on la densidad de masa �

v

del camp o

de energ��a negativo p ermanece constante. El valor no{p ositivo en la presi�on puede ser

interpretado como una constante cosmol�ogica. Para ver esto, escribamos las ecuaciones

de Friedmann (65.5) -(65.4) de la siguiente manera. En la relaci�on (65.5) incluyamos no

solamente la densidad de masa �
m

, sino tambi�en la densidad del vac��o �
v

y la presi�on del

vac��o p
v

(la presi�on de la materia es cero pues es p olvo), para obtener

•R = -
4
3

�GR
�

�
m

+ �
v

+
3p

v

c2

�
: (67.5)

Ahora bien, utilizando la ecuaci�on (66.1) en la relaci�on (67.5) se obtiene que

•R = -
4�G� 0

3R2 +
8
3

�G�
v

R: (67.6)

La ecuaci�on (67.6) es equivalente a la igualdad (67.2) para mo delos de p olvo si se

identi�ca a la constante cosmol�ogica con el valor

� = 8�G�
v

: (67.7)

De aqu�� se ve que la densidad del vac��o es capaz de generar una constante cosmol�ogica, o

bien, <el vac��o genera un tip o de fuerza antigravitaciona l o fuerza repulsiva! Este resultado

fue demostrado p or Zeldovich en la d�ecada de los 1980's y a la fuerza repulsiva del vac��o

se le denomina en o casiones como la fuerza repulsiva del vac��o de Zeldovich .

De�namos el par�ametro de densidad 
 � aso ciado a la constante cosmol�ogica � como

(cf. ecuaci�on (66.4) )


 � :=
�

v

� 0
=

8�G�
v

3H2
0

=
�

3H2
0
: (67.8)

y
Termo din�amicamente hablando, no hay ning �un problema con la existencia de una presi�on negativa

debido a la existencia de estados metaestables de la materia. Las ecuaciones de la mec�anica estad��stica

no imp onen un valor absoluto en la presi�on. El ejemplo tradicional para pro ducir una presi�on negativa

en hidro din�amica consiste en mover un un pist�on a lo largo de un embase con gas. Si el pist�on se mueve

su�cientemente r�apido sobre el gas, entonces se genera un onda de cho que que atraviesa el gas incrementando

la presi�on del mismo, as�� como su temp eratura y densidad. Por el contrario si el pist�on se mueve lo

su�cientemente r�apido en direcci�on opuesta al gas, entonces p osible generar una presi�on negativa en el gas

del lado opuesto.
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Con esto, las ecuaciones de Friedmann (67.2) {(67.3) pueden reescribirse como

•R = -

 0H2

0

2
1
R2 + 
 � H2

0R; (67.9)

_R2 =

 0H2

0

R
-

c2

R2 + 
 � H2
0R2: (67.10)

La ecuaci�on (67.10) implica que en la �ep o ca actual, cuando R = 1 y

_R = H0, la curvatura

del espacio est�a relacionada con los par�ametros de densidad de masa presente y el del vac��o

p or la siguiente relaci�on

c2

R2 = H2
0 f(
 0 + 
 � ) - 1g: (67.11)

De tal forma que si el espacio es Euclidiano (hoy y p or tanto siempre) entonces 
 0+ 
 � = 1.

Los mo delos con � < 0 y p or tanto 
 � < 0 no son de mucho inter�es pues lo �unico

que hacen es a ~nadir una fuerza atractiva al ya existente camp o de gravitaci�on. Lo que

si es evidente de la ecuaci�on (67.10) es que para este caso la expansi�on del universo es

eventualmente revertida sin imp ortar que tan p eque ~nos sean los valores de � y 
 0.

Los casos interesantes o curren cuando la constante cosmol�ogica � > 0 y p or tanto


 � > 0 pues causa repulsi�on o un tip o de \ antigravedad " entre dos part��culas de prueba.

Para to dos estos mo delos existe una m��nima taza de cambio de expansi�on que o curre para

el m��nimo valor del factor de escala. Este se encuentra diferenciando el valor de

_R en

la ecuaci�on (67.10) con resp ecto del tiemp o c�osmico, lo cual implica la ecuaci�on (67.9) .

Igualando est�a ultima relaci�on a cero se obtiene el valor de R
min

para el cual

_R es m��nimo

R
min

=
�


 0

2
 �

� 1=3

=
�

4�G� 0

�

� 1=3

(67.12)

El valor de

_R2
min

est�a dado p or

_R2
min

= 3H2
0

‚

 � 
 2

0

4

Œ1=3

-
c2

R2 = � 1=3
‚

3
 0H2
0

2

Œ2=3

-
c2

R2 : (67.13)

Cuando

_R2
min

> 0 entonces R(t ) crece p or siempre y R(t ) tiende al universo o modelo

de de Sitter para valores su�cientemente grandes:
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R(t ) / exp




 1=2

� H0t
�

; para t ! 1 : (67.14)

Para el caso en el que el lado derecho de la ecuaci�on (67.13) es negativo, entonces se dice

que R(t ) (o el universo) es � dominado y puede comp ortarse de dos maneras distintas.

En la primera el universo es es tal que R(t ) decrece hasta alcanzar un m��nimo para m�as

tarde incrementarse y crecer inde�nidamente hasta alcanzar asint�oticamente el valor dado

p or la ecuaci�on (67.14) . En el segundo caso el universo se expande r�apidamente a tiemp os

p eque ~nos, alcanza un m�aximo y como la fuerza de repulsiva no es su�cientemente intensa,

un recolapso o curre.

Los casos m�as interesantes o curren para

_R
min

� 0. Justamente el caso en el cual

_R
min

= 0

es cono cido como el mo delo de Eddington{Lema^�tre . Para este caso existe la p osibilidad

de (a) tener un universo que se expande desde el origen en un tiemp o �nito del pasado

y eventualmente alcanzar�a un estado estacionario, (b) el universo se expande a partir de

un estado estacionario en el pasado in�nito. En el mo delo est�atico original de Einstein,

el estado estacionario o curre en la �ep o ca presente. Los mo delos de Eddington{Lema^�tre

tienen edades mucho mayores de H- 1
0 y en el caso del modelo extremo de Eddington{

Lema^�tre en el cual

_R
min

= 0 en el pasado in�nito la edad del universo es in�n��tamente

grande.

x68. Historia t�ermica del universo

Uno de los problemas m�as imp ortantes para la cosmolog��a astrof��sica es sin lugar a

dudas el entendimiento del origen y la evoluci�on del contenido del universo mismo. Estos

ob jetos astron�omicos debieron ser \co cinados" en etapas tempranas al universo. Para p o-

der analizar estas etapas, es necesario entender la din�amica de universos dominados p or

radiaci�on y no materia (masa).

Consideremos un gas de fotones para el cual su ecuaci�on de estado est�a dada p or

p = e=3: (68.1)

Esta relaci�on corresp onde a un ��ndice p olitr�opico � = 4=3 (cf. ecuaci�on (65.6) ). La energ��a

interna p or unidad de volumen propio e que contribuye cada fot�on a la densidad de
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radiaci�on est�a dada p or e = h�n , donde h es la constante de Planck, � su frecuen-

cia y n el n �umero de part��culas (fotones) p or unidad de volumen propio. Debido a que

n = n0R- 3 = n0(1 + z)3
y como � = � 0(1 + z) , de acuerdo con las ecuaciones (63.2) y

(64.5) resp ectivamente, se sigue que

e = e0(1 + z)4 = e0R- 4: (68.2)

Analicemos ahora como var��a el esp ectro de un cuerp o negro. Para comenzar, la ley de

Stefan{Boltzman, e = aT4
{cf. ecuaci�on (27.15) , implica que

y

T = T0(1 + z) = T0=R: (68.3)

La densidad de energ��a esp ectral de un cuerp o negro est�a dada p or la distribuci�on de

Planck

e(� ) d � =
8�h� 3

c3

d �
exp (h�=kT ) - 1

; (68.4)

=
8�h� 3

0

c3

d � 0

exp (h� 0=kT0) ; - 1

€
1 + z4

Š

= ( 1 + z)4 e(� 0) d � 0: (68.5)

De esta manera, el esp ectro de un cuerp o negro mantiene su misma forma con la expansi�on

del universo.

Tomando la constante cosmol�ogica en las ecuaciones de Friedmann como cero y utili-

zando la ecuaci�on (68.1) se obtiene que

•R =
8�Ge 0

3c2

1
R3 ; (68.6)

_R2 =
8�Ge 0

3c2

1
R2 -

c2

R2 : (68.7)

y
El hecho de que la temp eratura T sea prop orcional al factor de escala R(t ) es claro si se considera

al universo como un gas ideal p olitr�opico de ��ndice � = 4=3. Para esto es su�ciente notar que T / PV =
V- � + 1 = V- 1=3 / R- 1

.
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Hoy en d��a el universo satisface la condici�on R � 1 y p or lo tanto

R =
�

32�Ge 0

3c2

� 1=4

t 1=2; o bien e = e0R- 4 =
�

32�Ge 0

3c2

�
t - 2

(68.8)

La radiaci�on c�osmica de fondo en micro ondas es la mayor contribuci�on a la densidad de

energ��a de la radiaci�on en el espacio intergal�actic o. As��, comparando la densidad de masa

en radiaci�on con la densidad de masa en materia se obtiene

�
rad

�
mat

=
aT4


 0�
c

(1 + z)3 c2
=

2:6 � 10- 5 (1 + z)

 0h2 ; (68.9)

en donde h es la constante de Hubble medida en unidades de 100 ( km =s )=Mp c , es decir,

h :=
H0

( 100 km =s =Mp c )
: (68.10)

De esta manera, la contribuci�on de la materia determina la evoluci�on del universo para

corrimientos al ro jo z � 4 � 104
 0h2
. Cuando esta condici�on no se cumple el universo es

dominado p or la radiaci�on.

Si los fotones en el universo no son creados ni destruidos p or la expansi�on del universo,

el cociente de fotones a bariones

y

N 


N
B

=
3:6 � 107


 0h2 (68.11)

es un invariante cosmol�ogico. Este co ciente es una medida del factor mediante el cual los

fotones ganan a los bariones en la �ep o ca presente y puede mostrarse que es prop orcional

a la entrop��a esp ec���ca del universo p or bari�on en la �ep o ca de expansi�on del universo

dominada p or radiaci�on.

Existen ciertas �ep o cas imp ortantes a lo largo de la historia t�ermica del universo. Estas

pueden listarse de la siguiente manera

Q �

Epoca de recombinaci�on . Ü A corrimientos al ro jo de z � 1500 la temp eratura de

la radiaci�on c�osmica de micro ondas ( T � 3(1+ z) K) es T � 4000 K . Justo a esta temp eratura

hay su�cientes fotones con energ��as h� � 13 :6 eV para ionizar to do el hidr�ogeno neutro

y
Por bariones se entiende materia que est�a formada de protones y neutrones. Mas esp ec���camente, ma-

teria formada fundamentalmente p or tres quarks. Los neutrinos, p or ejemplo, no son considerados materia

bari�onica.
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del medio intergal�actico . A primera vista se ve extra ~no que temp eraturas tan ba jas sean

capaces de ionizar el hidr�ogeno neutro pues usualmente se necesitan temp eraturas del orden

de 150000 K para alcanzar el p otencial de ionizaci�on del hidr�ogeno. C�alculos detallados

muestran que el gas intergal�actic o se encontraba 50 % ionizado a corrimiento al ro jo z �

1500. Esta �ep o ca se cono ce como la �epoca de recombinaci�on ya que para tiemp os menores,

el plasma pregal�actico se encontraba totalmente ionizado y para tiemp os mayores este

mismo se recombin�o. Para �ep o cas z � 6000 el helio estaba 50 % ionizado y r�apidamente se

ioniza totalmente para tiemp os menores.

Q Barrera de fotones . Ü Para corrimientos al ro jo el universo se convierte opaco

a la disp ersi�on de Thomson y p or tanto los fotones no pueden propagarse de sus fuentes

hacia la tierra a trav�es del plasma ionizado. Por esta raz�on el universo a corrimientos al

ro jo mayores a z � 1000 es inobservable: to dos los fotones pro ducidos a estas �ep o cas son

disp ersados varias veces antes de que puedan propagarse hacia nosotros en la tierra.

Q �

Epoca de igualdad de densidad de masa inercial radiativa y de materia . Ü

Cuando el corrimiento al ro jo es z = 4� 104
 0h2
entonces la materia y la radiaci�on hacen

contribuciones iguales a la densidad de masa (cf. ecuaci�on (68.9) ) y para corrimientos al

ro jo mayores que este valor el universo es dominado por radiaci�on .

Q Disociaci�on de n �ucleos . Ü Para corrimientos al ro jo del orden de z � 3 � 108
,

cuando la temp eratura de radiaci�on era del orden de T � 10

9

K los fotones de fondo ten��an

energ��a su�ciente de rayos{ 
 (100 eV ). A estas altas energ��as los fotones energ�eticos en la

distribuci�on de Planck son capaces de diso ciar los n �ucleos d�ebiles como el del deuterio y

helio. Evidentemente, a �ep o cas m�as tempranas, to dos los n �ucleos at�omicos son destruidos.

Q Producci�on de pares electr�on{positr�on . Ü Cuando el corrimiento al ro jo z �

109
pueden pro ducirse pares de electrones{p ositrones. De hecho pueden generarse tantos

pares como pares de fotones en el universo presente. Cuando el tiemp o c�osmico aumenta,

estos p ositrones y electrones se aniquilan dando energ��a a los fotones de la radiaci�on de

fondo. Esto es �util pues de lo contrario la radiaci�on c�osmica de fondo presente tendr��a una

temp eratura del orden de 1000 veces inferior a los 3 K.

Q Nucleos��ntesis primordial . Ü Una de las razones m�as fuertes p or las cuales la

idea de un universo en expansi�on caliente deb e ser tomada seriamente es p orque es capaz

de predecir la abundancia de los elementos ligeros en el universo mediante el pro ceso

de nucleos��ntesis primordial que o curri�o a corrimientos al ro jo entre z � 108
{ 109

. La
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pro ducci�on de elementos ligeros como el helio{3, helio{4, deuterio y litio{7 no pueden ser

construidos en los interiores (hornos) de las estrellas ya que si estos mismos est�an mezclados

en las partes internas de las estrellas, son r�apidamente destruidos o convertidos en esp ecies

m�as p esadas. Estos elementos ligeros son pro ducidos en cuesti�on de minutos, cuando la

pro ducci�on de los dem�as elementos qu��micos que cono cemos toman millones de a ~nos en

realizarse dentro del n �ucleo de las estrellas.

Q Barrera de neutrinos . Ü Cuando el corrimiento al ro jo es ligeramente inferior a

los z � 109
se pro duce una barrera de neutrinos de la misma forma que o curre con los

fotones para corrimientos al ro jo de z � 1000.

Q Producci�on de pares bari�on{antibari�on . Ü Cuando z � 1012
, la temp eratura de

fondo es tan alta que se pro duce un alto n �umero de pares de bariones{antibariones. Un

par es pro ducido p or cada par de fotones presentes en el universo actual. Estas condiciones

llevan a uno de los m�as fascinantes problemas de la cosmolog��a: la asimetr��a de bariones{

antibariones que consiste en los siguiente. El universo en la �ep o ca presente tiene una

obvia discontinuidad entre el n �umero de bariones y antibariones (<no hay antibariones

en nuestro universo presente, lo cual es reconfortante y saludable!). Si esta asimetr��a no

hubiese existido en el universo lejano, entonces el co ciente entre fotones y bariones en la

�ep o ca actual ser��a del orden de 109
veces m�as grande que lo que se observa y habr��a un

n �umero igual de materia y antimateria en el universo actual. Esta asimetr��a se lleva a cab o

p or la violaci�on CP (violaci�on Carga{Paridad) en f��sica de part��culas.

Q �

Epoca de Planck . Ü Los mo delos actuales de gran uni�caci�on de part��culas han

sido exp erimentalmente comprobados hasta energ��as del orden de 100 GeV , lo cual implica

que probablemente p o damos estar bastante seguros del comp ortamiento del universo hasta

tiemp os c�osmicos t � 10

- 6

s. La mayor��a de los cosm�ologos aceptan la visi�on del universo

hasta tiemp os t � 10

- 3

s. Sin embargo es p osible p oner un l��mite f��sico a cualquier escala

de tiemp o, el tiempo de Planck t
P

�
€
Gh=c5

Š1=2
� 10

- 43

s. A tiemp os m�as p eque ~nos que

�este, estamos totalmente desconectados del universo f��sico para p o der hacer predicciones.

De hecho, es p osible que las leyes de la f��sica, tal y como las cono cemos hoy en d��a dejen

de ser v�alidas (cf. nota de pie en la p�agina 297).
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x69. Origen de la estructura a larga escala

Las razones fundamentales p or las cuales uno deb e tomar en serio el mo delo est�andard

del universo mencionado previamente son (a) la expansi�on del universo mediante la ley de

Hubble, (b) la gran isotrop��a del universo a larga escala, (c) el esp ectro de cuerp o negro

de la radiaci�on c�osmica de fondo en micro ondas, y (d) la abundancia de los elementos

ligeros. De esta manera, la forma m�as natural de comenzar a traba jar con la estructura del

universo es mediante el uso del mo delo est�andard del universo.

A p esar de que hemos construido un mo delo hermoso del funcionamiento del universo,

este mismo es un tanto cuanto idealista pues en este universo no hay galaxias, ni estrellas,

ni tierra, <ni humanos! La mejor manera de elucidar el problema es que el mo delo est�andard

del universo es simplemente una aproximaci�on a primer orden de la realidad. Las galaxias y

los sistemas m�as complejos fueron formados de manera complicada. La manera m�as simple

de explicar el origen de la estructura del universo a larga escala se logra cuando el contraste

de densidad ��=� alcanza una amplitud de 1 a partir de las condiciones iniciales que

eran homog�eneas e isotr�opicas. Cuando el contraste de densidad alcanza el valor unitario,

evoluciona de manera no{lineal y r�apidamente se forman estructuras amarradas mediante

las cuales la formaci�on de estrellas y dem�as pro cesos astrof��sicos se llevan acab o. El detalle

m�as preciso de como se forma la estructura y que tip o tiene requiere de computo bastante

fuerte. En este camp o, uno de los grandes l��deres de la actualidad es el Mexicano Carlos

Frenk quien lab ora en la Universidad de Durham del Reino Unido.

Las galaxias en el universo debieron hab erse formado comparativamente tarde. Esto

se ve al analizar los contrastes de densidades promedios de ob jetos en la �ep o ca presente.

Resulta que este mismo es del orden de ��=� � 106
para galaxias, 1000 para c �umulos de

galaxias y unos cuantos para sup erc �umulos de galaxias. Utilizando la ecuaci�on (66.1) esto

signi�ca que las galaxias no pudieron hab er sido separadas de ob jetos gravitacionalmente

amarrados antes de corrimientos al ro jo de z � 100. En el caso de c �umulos y sup erc �umulos

el corrimiento al ro jo es del orden de 10 y 1 resp ectivamente.

Para analizar como las p eque ~nas p erturbaciones pro ducidas p or la gravedad en un

universo en expansi�on evolucionan consideremos las ecuaciones b�asicas de la hidro din�ami-

ca no{relativista en su formulaci�on Euleriana: la ecuaci�on de continuidad (22.2) , la de

Euler (23.6) y la de Poisson (25.3) . Estas ecuaciones se pueden escribir en t�erminos de
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co ordenadas Lagrangianas (derivadas totales) para obtener

d �
d t

= - � r � v ; (69.1)

d v
d t

= -
1
�

r p - r � (69.2)

r 2� = 4�G� (69.3)

Estas co ordenadas Lagrangianas son �utiles en el an�alisis de un universo en expansi�on p orque

corresp onden precisamente a las co ordenadas en comovimiento del universo. La soluci�on

a orden cero de las ecuaciones previas o curre cuando v = 0. Si las dem�as variables son

constantes (el universo es isotr�opico y homog�eneo) entonces se obtiene la soluci�on trivial

p = 0 y � = 0. Esto es un problema pues formalmente hablando, no existe una soluci�on

est�atica al problema. Sin embargo, debido a que el universo est�a en expansi�on uniforme, las

soluciones a orden cero en la p erturbaci�on deb en corresp onder a valores distintos de cero

en las las cantidades v 0; � 0; p0; y � 0. En otras palabras, las soluciones a orden cero deb en

satisfacer el conjunto de ecuaciones (69.1) -(69.3) para estos �ultimos valores mencionados.

Perturb emos ahora las ecuaciones (69.1) {(69.3) a primer orden mediante la intro ducci�on

de las siguientes cantidades

v = v0 + � v ; � = � 0 + ��; p = p0 + �p; � = � 0 + ��: (69.4)

Tarea 24

( i ) Muestra que las ecuaciones (69.1) - (69.3) al p erturbarlas con ayuda de la relaci�on (69.4)

se transforman en

d ��
d t

+ � 0r � � v = 0;

d � v
d t

=
@�v
@t

+ v 0 � r � v = -
1
� 0

r (�p ) - r (�� ) ;

r 2 (�� ) = 4�G��;
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en donde

d

d t
:=

@
@t

+ v 0 � r : (69.5)

La ecuaci�on (63.2) puede escribirse como un \radio{vector" de tal forma que � = R(t )r ,

as�� d � =d t = v = _Rr + R(t ) d r =d t = H(t )� + R(t ) d r =d t . Cuando d r =d t = 0 entonces se

obtiene la ley de Hubble. De esta manera, el t�ermino R(t ) d r =d t puede verse como una

p eque ~na mo di�caci�on a la ley de Hubble, o bien, una p erturbaci�on a primer orden de esta

ley. De esta manera, utilizando el hecho de que v = v0 + � v , entonces p o demos identi�car

� v = R(t )
d r

d t
: (69.6)

( i i ) A partir de esta �ultima relaci�on y las ecuaciones calculadas en el inciso (I) muestra

que la densidad �� ob edece (<recuerda que d =d t y r no conmutan! En tu an�alisis te

ser�a �util demostrar que la sup osici�on � 0 = const () r � v 0 = 0, i.e. el 
ujo de

Hubble es incompresible a cero orden de aproximaci�on.)

d

2��
d t 2 + 2

_R
R

d ��
d t

= r 2�p + � 0r 2��: (69.7)

( i i i ) Para 
ujos adiab�aticos (como la expansi�on del universo) la presi�on y la densidad a

primer orden est�an relacionados p or la velo cidad del sonido c mediante la siguiente

relaci�on: �p = c2�p (recuerda que c2 := ( @p=@�)s ). Con esto y utilizando la �ultima

relaci�on del inciso (i) muestra que

d

2�
d t 2 + 2

_R
R

d �
d t

=
c2

R2

�
@

@r�

@
@r�

�
� + 4�G��; (69.8)

en donde el contraste de densidad (o 
uctuaci�on de densidad) � est�a de�nido como

� :=
��
� 0

=
� - � 0

� 0
: (69.9)

( iv ) Busca soluciones para la ecuaci�on (69.8) de la forma � / exp i (k
c

� r - !t ) y muestra

que se obtiene una ecuaci�on de onda

d

2�
d t 2 + 2

_R
R

d �
d t

=



4�G� 0 - k2c2
�

�; (69.10)
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donde k
c

es el vector de onda en co ordenadas de comovimiento y est�a relacionado

con el vector de onda propio k mediante la relaci�on k
c

= Rk .

La primera soluci�on de la ecuaci�on (69.10) o curre cuando el medio se expande de

manera constante, de tal forma que

_R = 0 y as�� la relaci�on de disp ersi�on para ondas de la

forma � = � 0 exp i (k � r - !t ) est�a dada p or

! 2 = c2k2 - 4�G� 0 (69.11)

El signi�cado de esta relaci�on es claro. Primeramente, si ! 2 > 0 entonces las soluciones

son oscilatorias. Escribiendo � = 2�=k se obtiene que las oscilaciones estables son encon-

tradas para casos en los cuales las longitudes de onda son menores a la longitud de onda

de Jeans �
J

de�nida p or

�
J

=
2�
k

J

= c
�

�
G� 0

� 1=2

: (69.12)

El caso ! 2 < 0 corresp onde a mo dos inestables cuyas soluciones son

� = � 0 exp (�t + i k � r ); donde � = �
É 


4�G� 0

€
1 - � 2

J

=� 2
Š�

: (69.13)

Para el caso en el que � � �
J

, la taza de crecimiento � = �
È

(4�G� 0) , y p or lo tanto, el

tiemp o caracter��stico � para que la inestabilidad o curra est�a dado p or

� = 1=
È

(4�G� 0) � 1=
È

(G� 0): (69.14)

Este an�alisis corresp onde al criterio de estabilidad de Jeans que se vio en la secci�on x 24.

Para resolver totalmente la ecuaci�on (69.10) es necesario utilizar las soluciones corres-

p ondientes a las ecuaciones de Friedmann. Ya que lo m�as interesante para nosotros son

las inestabilidades para longitudes de onda grandes, consideremos el l��mite � � �
J

. As��, la

ecuaci�on (69.10) puede escribirse como

d

2�
d t 2 + 2

_R
R

d �
d t

= 4�G� 0� (69.15)
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Tarea 25

( i ) Para el caso del universo de Einstein{de Sitter ( 
 0 = 1), R(t ) est�a dado p or la

ecuaci�on (66.7) . Muestra con esto que la ecuaci�on (69.15) puede reescribirse como

d

2�
d t 2 +

4
3t

_R
R

d �
d t

-
2

3t2 � = 0 (69.16)

Busca soluciones a esta ecuaci�on de la forma � / t n
y muestra que las soluciones

a la ecuaci�on algebraica que se encuentra al sustituir este valor de � en la ecuaci�on

diferencial, ecuaci�on (69.16) , tiene soluciones n = 2=3; - 1. Las soluciones con n =

- 1 corresp onden a un mo do de decaimiento y la soluci�on n = 2=3 es la soluci�on

corresp ondiente al mo do de crecimiento del contraste de densidades. Muestra que

para este caso

��
�

/ R = ( 1 + z)- 1 : (69.17)

Esta ecuaci�on es sumamente imp ortante, pues contrario a lo que sucede para el caso

_R = 0 donde el crecimiento del contraste de densidades se lleva a cab o de manera

exp onencial, este crecimiento o curre algebraicamente aqu��.

( i i ) En el universo de Milne ( 
 0 = 0), la ecuaci�on (66.9) implica que R(t ) = H0t . Muestra

que la relaci�on (66.3) es en este caso

d

2�
d t 2 +

2
t

d �
d t

= 0: (69.18)

Encuentra soluciones del tip o � / t n
y muestra que n = 0; - 1 son soluciones. El

mo do n = 1 decae, mientras que el otro mo do implica que el contraste de densidades

es constante

� = const : (69.19)

Este resultado no es de extra ~narse pues si no hay materia, no deb e hab er raz�on alguna

para que las p erturbaciones en la densidad se ampli�quen.

Para �ep o cas tempranas del universo, las p erturbaciones primordiales se encuentran

en la etapa de dominaci�on p or radiaci�on. Por tanto es imp ortante analizar el caso del
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crecimiento de p erturbaciones para un gas relativista.

Tarea 26

( i ) Utilizando la relaci�on calculada en la secci�on x 21

@(wu k)
@xk

- uk @p
@xk

= 0;

muestra que

d

d t


 •
� +

p
c2

‹



�
=

•
� +

p
c2

‹

 r � v +



c2

d p
d t

; (69.20)

donde 
 es el factor de Lorentz para la velo cidad v . Si consideramos que el movimien-

to microsc�opico del gas es relativista (la ecuaci�on de estado corresp onde a la de un gas

ultrarelativista), p ero su movimiento macrosc�opico es no{relativista ( 
 � 1+ v

2=2c2
)

entonces muestra que la ecuaci�on (69.20) que representa la conservaci�on de la energ��a

toma la forma

d �
d t

= -
4
3

� (r � v ) : (69.21)

( i i ) Cuando el camp o gravitacional tiende a su l��mite Newtoniano, la comp onente tem-

p oral g00 del tensor m�etrico est�a dada p or la ecuaci�on (45.10) . Muestra utilizando la

ecuaci�on (46.25) o de alguna otra manera que en este l��mite, la comp onente temp oral

del tensor de Ricci est�a dada p or

R00 =
4�G
c4 (e + 3p) : (69.22)

En el caso particular en que se considere p olvo, muestra con ayuda de la ecuaci�on de

Poisson (25.3) que �esta �ultima ecuaci�on implica

R00 =
1
c2 r 2�: (69.23)

De hecho, si se toma el l��mite Newtoniano dado p or la ecuaci�on (45.10) , puede mos-

trarse (<cuando tengas tiemp o de sobra y quieras hacer �algebra lab oriosa p or unas

cuantas horas no dudes en hacerlo!) que el p otencial gravitacional Newtoniano �
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x69 ORIGEN DE LA ESTRUCTURA A LARGA ESCALA 291

est�a relacionado con R00 mediante la ecuaci�on (69.23) . Finalmente, utilizando las

ecuaciones (69.22) y (69.23) muestra que la ecuaci�on de Poisson generalizada est�a da-

da p or

r 2� = 4�G
�

� +
3p
c2



: (69.24)

Esta ecuaci�on es v�alida para un gas relativista con movimientos macrosc�opicos no{

relativistas

y
.

La �ultima relaci�on que se necesita para el an�alisis es la ecuaci�on de Euler (69.2) pues los

movimientos macrosc�opicos del 
uido son no{relativistas.

( i i i ) Compara las ecuaciones (69.21) , (69.24) y (69.2) con las ecuaciones (69.1) - (69.3)

y muestra que la ecuaci�on que describ e el crecimiento de la inestabilidad para el

contraste de densidades � de�nido p or la ecuaci�on (69.9) est�a dada p or

d

2�
d t 2 + 2

_R
R

d �
d t

=
32�G� 0

3
� (69.26)

( iv ) Finalmente, encuentra soluciones de la forma � / t n
a esta �ultima relaci�on y utiliza

el hecho de que el factor de escala est�a dado p or la ecuaci�on (68.8) para mostrar que

� / R2 / (1 + z)- 2
(69.27)

Para �nalizar esta secci�on mencionemos brevemente las consecuencias de los resultados

obtenidos. Para corrimientos al ro jo tales que 
 0z > 1 la din�amica del universo cr��tico

es valida y p or lo tanto R / t 2=3
. As��, el crecimiento de la inestabilidad est�a dado p or la

ecuaci�on (69.17) . Para corrimientos al ro jo menores a 1=
 0 esta estabilidad crece mucho

m�as lenta y cuando 
 0 = 0, la estabilidad p ermanece constante. Para universos dominados

p or radiaci�on el crecimiento est�a dado p or la ecuaci�on (69.27) .

y
Cuando hayas tenido ese tiemp o de sobra para calcular directamente la ecuaci�on (69.23) , te ser�a f�acil

entonces mostrar que la comp onente temp oral de la ecuaci�on (46.25) est�a dada p or

1
2

r 2g00 =
8�G
c4

�
T00 -

1
2

g00 Tk
k

�
; (69.25)

de donde se sigue de inmediato la ecuaci�on de Poisson generalizada (69.24) . De hecho, la ecuaci�on (69.25)

es otra manera mas de escribir la ecuaci�on de Poisson generalizada.
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292 VIII COSMOLOG �IA

En la �ep o ca presente para la cual existen diversas estructuras como las galaxias, el

sistema solar, la tierra, sol y humanos es claro entonces que que � � 1 a z = 0. Las

observaciones de la radiaci�on c�osmica de fondo en micro ondas muestran que en la �ultima

sup er�cie de disp ersi�on, cuando z � 1000, las amplitudes en las 
uctuaciones de la densidad

� = ��=� � 10- 3
. Ahora bien, para un universo p olitr�opico ( p / � �

) que se expande

adiab�aticamente �T = ( @T=@�)s�� = ( � - 1)�� T=� . En otras palabras, cuando � = 4=3 se

obtiene

�T
T

=
1
3

��
�

(69.28)

De esta manera las 
uctuaciones en la temp eratura son mayores a una parte en 103
.

Esto est�a dos ordenes de magnitud p or deba jo de las 
uctuaciones que se observan en la

radiaci�on c�osmica de fondo en �angulos mayores a 10

�
. La manera de solventar este pro-

blema es asumiendo que el material intergal�actic o se encuentra totalmente ionizado para

corrimientos al ro jo menores a z � 1500 de tal manera que se obtiene una profundidad �opti-

ca su�cientemente grande para la disp ersi�on de Thomson, la cual es capaz de amortiguar

la amplitud de las 
uctuaciones en la temp eratura.

x70. Materia oscura

Los c�alculos de la masa de las estrellas en un c �umulo utilizando el pro ducto de la

luminosidad total visible p or el co ciente de masa{luminosidad M=L de una galaxia t��pica

implica que la masa estelar de una galaxia M ? � 1013- 1014
M � . Esto resulta en un con
icto

con las estimaciones din�amicas que se obtienen mediante el teorema del virial,

M
din

�
v

2R
G

: (70.1)

donde v es la velo cidad de disp ersi�on de las comp onentes radiales de velo cidad de los

miembros gal�acticos. Resulta que M
din

� 1014 - 1015
M � � 10M? . Esto indica que existe

materia oscura entre las galaxias de un c �umulo gal�actico. Esta materia oscura fue predicha

primeramente p or Zwicky en la d�ecada de los 1930's. En o casiones se le denomina tambi�en

la masa p erdida, aunque realmente deb er��a llamarse luz p erdida.

A primera vista, esto no deb er��a causar ning �un problema pues uno puede p ensar que
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x70 MATERIA OSCURA 293

existen muchas cosas en el universo que no emiten radiaci�on, es decir, son materia oscura

como p or ejemplo ladrillos, estas notas impresas en pap el, planetas, p or mencionar algunas.

A este tip o de materia oscura \normal" formada p or protones, electrones y neutrones se

le denomina materia oscura bari�onica . Resulta que cuando se hacen las estimaciones de

la materia oscura bari�onica, esta no ayuda para explicar las anomal��as din�amicas antes

mencionadas. Es p or esta raz�on que se ha p ostulado la existencia de materia oscura no{

bari�onica (o simplemente materia oscura como se le denomina mas frecuentemente) para

p o der resolver este con
icto. A la fecha no se ha detectado este tip o de materia oscura en

el lab oratorio y debido a su naturaleza, es de esp erarse que sea de una interacci�on muy

d�ebil.

La materia oscura tambi�en puede ser detectada mediante observaciones en rayos{X y

es observada en galaxias de tama ~nos su�cientemente grandes. Para estas �ultimas galaxias

individuales, los resultados indican que las galaxias est�an ro deadas de halos masivos de

materia oscura. Las mejores estimaciones indican que la masa bari�onica en un c �umulo de

galaxias constituye aproximadamente el 10 % de la masa total aso ciada al mismo. Por si

fuera p o co, los mo delos de formaci�on gal�actica en cosmolog��a requieren que exista materia

adicional no{bari�onica para p o der explicar la pronta formaci�on de estructura en el uni-

verso. De hecho, los mejores mo delos cosmol�ogicos a la fecha son aquellos con constante

cosmol�ogica � y que requieren de materia oscura fr��a (Cosmolog��a � {CDM p or sus siglas

en ingl�es: \Cold Dark Matter"). Las mas recientes observaciones astron�omicas muestran

que el contenido energ�etico de esta materia oscura deb e constituir � 26 % de la energ��a

total del universo. Solamente un � 3:5 % de esta energ��a total es debida a materia oscura

bari�onica, encontrada principalmente en enanas caf�es que son estrellas muy semejantes al

planeta J �upiter. La materia bari�onica brillante, i.e. en forma de estrellas, constituye tan

solo el � 0:5 % del total energ�etico. Finalmente, los fotones de la radiaci�on c�osmica de fondo

constituyen � 0:005%. El � 70 % restante se encuentra en forma de energ��a oscura como

describiremos brevemente en la secci�on x 72.

Estas ideas parecen totalmente naturales y p erfectamente v�alidas. Sin embargo, el hecho

de no hab er detectado directamente la dichosa materia oscura (a p esar de hab erse dise ~nado

exp erimentos muy so�sticados durante los �ultimos 20 a ~nos, ha puesto en tela de juicio su

existencia p or una minor��a de investigadores, que a ~no con a ~no se incrementa, a lo largo

del planeta.

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



294 VIII COSMOLOG �IA

En la d�ecada de los 1980's, Milgrom propuso que la raz�on p or la cual las curvas de rota-

ci�on de las estrellas que giran alrededor de una galaxia son como son (i.e. no tienen p er�les

Keplerianos) es debido a que la ley de gravitaci�on de Newton deb e ser mo di�cada cuan-

do las aceleraciones que act �uan sobre las masas orbitantes (estrellas) son su�cientemente

grandes. Esta mo di�caci�on a la ley de Newton, cono cida como teor��a de la din�amica

modi�cada (MOND {Mo di�ed Newtonian Dynamics) dicta que para aceleraciones a que

satisfacen a � a0 = 10

- 8

cm =2

s � cH0 se deb e cumplir que

a2

a0
= -

GM
r2 : (70.2)

La constante de Milgrom a0 tiene dimensiones son de aceleraci�on. No se sab e mucho con

resp ecto a los fundamentos te�oricos que tal predicci�on tendr��a. Lo cierto es que es una

receta bastante simple de aplicar y ha pasado diversas pruebas exp erimentales. A �un falta

bastante para concluir si la teor��a de MOND es cierta. La ecuaci�on (70.2) muestra que el

lado izquierdo de la ecuaci�on de gravitaci�on universal de Newton (la din�amica) ha sido

mo di�cada. Uno p o dr��a arreglar esta ecuaci�on como para que la mo di�caci�on se tuviera

en el lado derecho de la ecuaci�on y p or lo tanto tener una mo di�caci�on de la fuerza de

gravitaci�on. Milgrom pre�ere decir que es la din�amica la que se mo di�ca, p ero no existe

ning �un argumento emp��rico o te�orico para tal elecci�on. Una de los motivos p or los cuales los

astr�onomos anti{MONDianos han criticado severamente a esta teor��a es p or su car�acter

no{relativista. Sin embargo, en el a ~no 2004, Bekenstein propuso una de las teor��as mas

complicadas (MOND relativista) que ha visto la humanidad para evitar este problema.

A la fecha, la batalla entre materia oscura y MOND parece lejana de concluir. Hay una

cantidad muy grande de traba jo realizado alrededor de las ideas de materia oscura, sin

embargo, las ideas de mo di�car la gravitaci�on a escalas cosmol�ogicas tienen cada vez mas

seguidores. Una cosa es cierta: la raz�on la dar�a �unicamente el exp erimento y no teor��as

buenas o malas.

x71. In
aci�on

A p esar de que el mo delo de la cosmolog��a caliente es excelente en predecir y dar

cuentas de bastantes observaciones, padece gravemente de ciertos problemas b�asicos. El
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m�as obvio de to dos se deb e al alto grado de isotrop��a que presenta la radiaci�on c�osmica

de fondo en escalas menores a 10

�
en el plano del cielo y con desviaciones de una parte en

105
para �angulos mayores. La p osibilidad de la uniformidad del universo a larga escala es

dif��cil de explicarse ya que en el mo delo est�andard cosmol�ogico, el universo se desenvuelve

demasiado r�apido para p ermitir que un equilibrio de esta forma se lleve acab o p or medio

de los pro cesos comunes mediante los cuales un sistema llega al equilibrio termo din�amico.

La raz�on p or la que esto no es p osible es debido a la transmisi�on de informaci�on. La

velo cidad de la luz tiene un valor �nito y p or lo tanto regiones causalmente desconectadas

en el universo deb er��an estar lejos de un equilibrio termo din�amico. La distancia m�axima

recorrida p or la luz desde el principio del universo hasta una �ep o ca se denomina distancia

del horizonte o simplemente horizonte . En el mo delo est�andard de la cosmolog��a, las

se ~nales de la radiaci�on c�osmica de fondo en micro ondas recibidas en la tierra a partir

de direcciones opuestas en el cielo se originaron a una distancia de 90 veces la distancia

del horizonte cuando fueron emitidas. Estas regiones no estaban en contacto causal. Por lo

tanto es dif��cil ver como es p osible que estas dos regiones hayan evolucionado de tal manera

que sus propiedades fuesen las mismas. Este problema que presenta el mo delo est�andard

de la cosmolog��a es cono cido como el problema del horizonte .

Para ilustrar el problema del horizonte mediante un ejemplo consideremos una galaxia

separada de nosotros hoy en d��a p or una distancia de 10

9

a ~nos luz . Como la edad del uni-

verso es t 0 � 1 - 2 � 10

10

a ~nos , entonces cab e la p osibilidad de intercambiar 10- 20 se ~nales

entre esa galaxia y nosotros. Ahora bien, en la �ep o ca de recombinaci�on, cuando el factor

de escala R = 10- 3R(t 0) , la separaci�on entre nosotros y esta galaxia fue de 10

6

a ~nos luz.

Utilizando el hecho de que R � t 2=3
, de acuerdo con la ecuaci�on (66.7) , entonces la distancia

entre nosotros y aquella galaxia distante no se encuentra 103
veces m�as cercana. De hecho

se encuentra 109=2
m�as cercana. De esta manera no existe la p osibilidad de intercambiar

ni siquiera una sola se ~nal entre ambas galaxias.

El siguiente problema que presenta el mo delo est�andard es el problema de aplanado

del universo . Es dif��cil ver como el universo deb e p oseer un aplanado notable hoy en

d��a y p or tanto en sus �ep o cas tempranas con tanta precisi�on. De�nitivamente este valor

debi�o hab er sido puesto en las primeras etapas del universo y es una condici�on que deb e

ser seleccionada naturalmente con mucho cuidado, de lo contrario 
 0 ser��a muy distinta

de la unidad hoy en d��a (cf. ecuaci�on (66.18) ).
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Finalmente la homogeneidad del universo a larga escala resulta un problema, pues no

existe una uniformidad a escalas cortas en el universo como to dos nosotros sab emos. Por

ejemplo, un gas normal en equilibrio t�ermico es bastante inhomogeneo p or los movimientos

azarosos de las part��culas internas al mismo. Estas 
uctuaciones en el valor homog�eneo de la

presi�on y densidad debieron hab erse llevado acab o en las etapas tempranas del universo.

A esta p eculiaridad del estado inicial de la materia se le cono ce como el problema de

suavizado en el mo delo est�andard de la cosmolog��a.

Para p o der explicar los fen�omenos que o curren en el mo delo est�andard de la cosmolog��a

es necesario mezclar ingredientes de cosmolog��a, astrof��sica y f��sica nuclear. Sin embargo,

en etapas muy tempranas del universo es necesario utilizar otras ramas de la f��sica. En estas

�ep o cas del universo la temp eratura es tan grande que to da la materia es descompuesta en

sus comp onentes fundamentales en forma de part��culas elementales. Evidentemente estas

etapas del universo requieren del uso de las teor��as de part��culas elementales. De to dos los

mo delos de part��culas elementales, el m�as fundamental de to dos es la teor��a de la gran

uni�caci�on . Esta teor��a consiste en que las cuatro fuerzas de la naturaleza: la gravitaci�on,

la electromagn�etica, la d�ebil y la fuerte forman parte de una misma y �unica gran fuerza

uni�cada . Esencialmente, en esta teor��a, una simetr��a p one una relaci�on entre dos fuerzas.

Las cuatro fuerzas de la naturaleza en el universo presente son bastante diferentes y p or

tanto la teor��a c�osmica en etapas tempranas es construida de tal forma que la sim�etrica es

rota esp ont�aneamente en el universo actual

y
.

La teor��a de gran uni�caci�on muestra que el n �umero de bariones no se conserva. Esto

quiere decir b�asicamente que el prot�on tiene una vida media la cual resulta ser bastante

grande: � 10

30

a ~nos para temp eraturas ba jas. Sin embargo para temp eraturas altas, los

cambios en el n �umero de bariones se presentan de manera m�as com �un.

Naturalmente, al combinar el mo delo est�andard de la cosmolog��a con las teor��as de

gran uni�caci�on es p osible entender la asimetr��a de bariones{antibariones que existe en el

y
Un rompimiento esp ont�aneo de simetr��a es aquel mediante el cual el estado de equilibrio de un sistema

se encuentra escondido. Por ejemplo, un l��quido descrito p or leyes f��sicas que son sim�etricas rotacionalmente,

es sim�etrico rotacionalmente en si mismo. En otras palabras, la distribuci�on de sus mol�eculas se ve igual

sin imp ortar el �angulo al cual se observa el l��quido. Cuando el l��quido se enfr��a los �atomos se arreglan a

manera de cristales a lo largo de sus ejes cristalogr�a�cos y la simetr��a rotacional se romp e. De esta manera

cuando la temp eratura de un sistema con simetr��a rota se incrementa puede llevarse a un estado (semejante

a una transici�on de fase) mediante el cual la simetr��a es preestablecida.
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universo. El exceso de materia sobre antimateria se lleva acab o a temp eraturas menores a

la temp eratura cr��tica de rompimiento de simetr��a.

El problema del horizonte se deb e al hecho de que la gravedad pro duce una desacele-

raci�on en la expansi�on c�osmica, es decir, R(t ) / t n
con n < 1 . La manera de evadir este

problema es prop oniendo una soluci�on mediante la cual el universo se expanda de manera

exp onencial acelerada a tiemp os menores a los de la fase de crecimiento t n
. De esta manera

en un universo acelerado existe la p osibilidad de tener regiones del universo causalmente

conectadas en el pasado de tal manera que pudiesen hab er estado co ordinadas antes de la

�ep o ca in
acionaria.

La manera en la que el mo delo in
acionario funciona es prediciendo una �ep o ca de

crecimiento exp onencial R(t ) / et
(cf. secci�on x 67). Esta situaci�on debi�o hab er o currido en

etapas p osteriores a la cual, la energ��a del universo kT � 10

15

GeV , m�as o menos cuando el

tiemp o c�osmico era menor a � 10

- 36

s, cuando el universo ten��a unos cuantos cent��metros

de tama ~no.

De cualquier forma, es imp ortante notar que el universo debi�o hab er emergido de una

regi�on causalmente conectada no m�as grande que la escala de Planck

y
. De esta manera,

y
George Johnstone Stoney en la d�ecada de los 1870's fue la primer p ersona en darse cuenta que

utilizando ciertas constantes fundamentales de la f��sica era p osible construir una longitud, una masa y

un tiemp o caracter��stico. En efecto, utilizando la carga del electr�on e, la constante de gravitaci�on de

Newton G y la velo cidad de la luz c �el construy�o una masa m
J

= ( e2=G)1=2 � 10

- 10

kg , una longitud

l
J

= ( Ge2=c4 )1=2 � 10

- 37

m y un tiemp o t
J

= ( Ge2=c6 )1=2 � 10

- 46

s . De manera indep endiente, Max

Planck utiliz�o para construir estas dimensiones fundamentales a la constante de Planck �h , la constante

de gravitaci�on universal de Newton y la velo cidad de la luz. Con estas cantidades, es f�acil encontrar una

combinaci�on de las mismas con dimensiones de tiemp o, denominada el tiempo de Planck t
P

, cuyo valor es

t
P

=
� Gh

c5

� 1=2

� 10

- 43

s (71.1)

Con esto, la longitud de Planck l
P

queda determinada p or

l P = ct
P

=
� Gh

c3

� 1=2

� 10

- 35

m : (71.2)

Finalmente la masa de Planck m
P

est�a dada p or

m
P

=
� hc

G

� 1=2

� 10

- 8

kg : (71.3)

La raz�on fundamental p or la cual el an�alisis de Planck tiene sentido f��sico es la siguiente. Imaginemos

que deseamos hacer un sondeo de una regi�on del espacio cuyo tama ~no caracter��stico est�a dado p or x .

Para p o der describir este p edazo de espacio es necesario que se utilice una \part��cula de prueba" cuya

dimensi�on caracter��stica (digamos su di�ametro) � sea menor o de p erdida igual al tama ~no x (evidentemente
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como t 0 � 10

10

a ~nos � 10

17

s, entonces t 0 � 10

60 t
Planck

. Por lo tanto, lo �unico que hay que

hacer es que el universo crezca m�as all�a de los 1060
veces que se ha incrementado desde la

�ep o ca de Planck. Claramente esto es p osible mediante un crecimiento exp onencial.

En los mo delos de gran uni�caci�on de la f��sica, al cuantizar los camp os y utilizar el

principio de incertidumbre existe la p osibilidad de tener 
uctuaciones incluso cuando el

valor del camp o sea nulo. Esto signi�ca que el vac��o como tal p osee una energ��a �
v

c2
y

una presi�on distinta de cero p
v

. Como vimos en la secci�on x 67 al expandir un p edazo

de volumen de vac��o, su energ��a se incrementa p or un factor �
v

c2� V . Es decir, el traba jo

p
v

�V = - �
v

c2� V , p or lo que la presi�on del vac��o tiene un valor negativo: p
v

= - �
v

c2
. Esto

corresp onde a un valor de la constante cosmol�ogica dado p or la ecuaci�on (67.7) . La soluci�on

a la ecuaci�on de Friedmann para este caso est�a dada p or la ecuaci�on (67.14) para tiemp os

su�cientemente grandes. De esta manera es p osible entonar la soluci�on de tal manera que se

pueda tener contacto causal entre distintas regiones. La expansi�on exp onencial resuelve el

problema de aplanado de manera obvia. Si inicialmente el radio de curvatura ten��a un valor

distinto de in�nito, el r�apido crecimiento del universo se encarga de aplanarlo y suavizarlo

de tal manera que la curvatura del universo sea nula.

El gran problema que presenta la in
aci�on es el hecho de que el universo sea capaz

de sup er{enfriarse de tal manera que la densidad de masa (en materia oscura y visible)

sea la dominante en el universo actual. De hecho, la fase de crecimiento exp onencial deb e

terminar abruptamente para que exista un recalentamiento del universo a temp eraturas

su�cientes para sintetizar bariones.

Actualmente varias teor��as favorecen a la in
aci�on ca�otica. En este mo delo no hay una

singularidad inicial del universo simple. Por el contrario, el universo puede extenderse

entre menor sea el tama ~no de la part��cula de prueba, mejor se har�a el sondeo de esta regi�on del espacio).

Imaginemos ahora que la regi�on del espacio que se quiere describir es excesivamente p eque ~na. Tanto, que

su descrip ci�on requiere de un an�alisis cu�antico. La longitud caracter��stica � de la part��cula de prueba con

masa m est�a aproximadamente determinada p or su longitud de onda de de Broglie con velo cidad igual a la

de la luz (i.e. mas o menos la longitud de onda de Compton ) dada p or � := h=mc. Ahora bien, la part��cula

de prueba puede ser tan p eque ~na como queramos, siempre y cuando su longitud sea mayor al radio de

Schwarzschild r
S

� GM=c2
, es decir: � � r

S

. Cuando la desigualdad anterior se invierte la part��cula de

prueba se convierte en un agujero negro y no hay manera de sondear un espacio con dimensiones tan o

mas p eque ~nas que esta. La desigualdad anterior implica que m � m
P

, t � t
P

y que l � l
P

. Por lo tanto,

<las dimensiones y los tiemp os cuyos valores son menores a los de Planck no son p osibles de medir! Las

part��culas de prueba utilizadas para sondear estas regiones del espacio{tiemp o <se convierten naturalmente

en agujeros negros!
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much��simo m�as all�a de los 10 - 20 mil millones de a ~nos que presenta el radio de Hubble.

Po co a p o co, nuevas galaxias y ob jetos aparecer�an dentro del radio de Hubble a medida

que el relo j que mide el tiemp o c�osmico avanza. De hecho, lo que ahora llamamos nuestro

universo puede bien ser parte de un ensamble m�as grande de un ciclo repro ductivo eterno de

distintos universos. Cada uno de estos universos no se encuentran causalmente conectados

en la �ep o ca presente, sin embargo provienen de un ancestro com �un. En cada uno de estos

universos la forma en la que se llevaron acab o los rompimientos esp ont�aneos de simetr��a

pudo hab erse llevado de distinta manera y solamente en alguno de ellos (como el nuestro) la

f��sica se mani�esta como la p ercibimos. Esta idea de tener m �ultiples universos se le cono ce

como teor��a de multiuniversos . La p erfecta entonaci�on de las fuerzas f��sicas, as�� como la

de las constantes fundamentales de la f��sica (e.g. carga del electr�on) es entonces capaz de

dar origen a la vida como la p ercibimos en el sistema solar. Estos argumentos dan lugar al

famoso principio antr�opico primeramente formulado p or Dicke en la d�ecada de los 1960s.

Este principio dicta que las leyes de la f��sica, as�� como de las constantes fundamentales de

la naturaleza son justamente como deb en de ser, es decir, est�an hechas con tal precisi�on

que un movimiento m��nimo de las mismas imp edir��an la existencia de varios ob jetos f��sicos

en el universo, como la vida humana p or p oner un ejemplo. Esto es to do un tema con

implicaciones f��sicas y �los�o�cas ciertamente severas, p ero en los �ultimos a ~nos ha renacido

con aun m�as fuerza este principio gracias a las observaciones hechas con sup ernovas en

galaxias distantes como veremos a continuaci�on.

x72. Energ��a oscura

La tecnolog��a actual p ermite observar eventos de sup ernovas que o curren en distintas

galaxias. Las sup ernovas de tip o Ia funcionan como velas est�andares en el sentido de que su

luminosidad es la misma indep endientemente del fen�omeno observado. En otras palabras,

el esp ectro siempre tendr�a la misma forma al ser observado en la tierra. En la tierra

observamos el 
ujo de esta emisi�on, y como se cono ce su luminosidad es p osible calcular

la distancia a la que o curre el evento. En otras palabras, el observar sup ernovas de este

tip o en diversas galaxias p ermite realizar mediciones de tal forma que diversos par�ametros

fundamentales del universo como 
 0, 
 � , H0 , q0, etc. pueden ser calculados.

Resulta que de to das las observaciones actuales (rayos-X, �optico y radio), el contenido
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energ�etico de la materia visible m�as la el aso ciado a la materia oscura m�as la de energ��a en

radiaci�on observada en la radiaci�on c�osmica de fondo representan �unicamente una tercera

parte de la energ��a total en el universo (cf. secci�on x 70). Adem�as, al medir con precisi�on

el receso de las galaxias resulta que estas se est�an acelerando con mucho mayor fuerza

que la que cualquier mo delo cosmol�ogico indicar��a. Esto signi�ca que existe una nueva

fuente de energ��a, la energ��a oscura que est�a aso ciada naturalmente a cada mil��metro

c �ubico en to do el espacio y que representa los dos tercios faltantes de la energ��a total en

el universo. El car�acter de esta fuente es repulsivo. A primera vista, to do parecer��a que es

el vac��o el que de alguna manera est�a involucrado. El problema con utilizar al vac��o como

energ��a oscura es que su fuerza ser��a excesivamente grande y se manifestar��a enormemente

en la aceleraci�on de las galaxias. Por si fuera p o co, las teor��as de uni�caci�on combinadas

con la teor��a de sup ersimetr��a dan una cancelaci�on exacta al vac��o. Si la cancelaci�on fuese

imp erfecta deb er��a ser casi nula (con una precisi�on de 120 lugares decimales) y p or tanto

�este tan p erfecto entonamiento del universo no parece factible.

En la �ep o ca presente, la materia y la energ��a oscura p oseen densidades de energ��a com-

parables. Por esta raz�on, en el pasado del universo, la constante cosmol�ogica debi�o hab er

tenido el mismo valor que el de hoy en d��a. De tal forma que cuando el universo era 100

ordenes de magnitud m�as denso que el universo actual ( 109
a ~nos) p or cada 10100

partes

de materia, los pro cesos f��sicos crearon una y sola una parte de energ��a del vac��o. Esto es

dif��cil de creer.

Los griegos describieron al universo compuesto p or cuatro elementos: tierra, aire, agua

y fuego. Denominaron a una sustancia esp ecial que deten��a a la tierra, luna y planetas para

no caer hacia la esfera celeste. Esta quinta sustancia, o quintaesencia es la que ha dado

nombre a la teor��a actual corresp ondiente a la energ��a oscura en el universo. Realmente

existen m�as teor��as, p ero �esta parece ser la de mas aceptaci�on al presente.

En la teor��a de la quintaesencia existe una aceleraci�on pro ducida en tiemp os recientes

del universo. La presi�on de la quintaesencia es menos negativa que la del vac��o y var��a

con el tiemp o. De esta manera, se pro duce una aceleraci�on mo derada de las galaxias en la

�ep o ca actual. La ecuaci�on de estado de la quintaesencia es

p
x

= ! c2�
x

: (72.1)
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A diferencia de los mo delos de vac��o con ! = - 1, la ecuaci�on de estado para la quin-

taesencia puede variar siendo p ositiva, negativa o cero. La tercera ecuaci�on de Friedmann

muestra naturalmente que para tener repulsi�on se deb e cumplir que ! � 1=3. Hoy en d��a

estamos en una �ep o ca en la cu�al observamos ! � - 1. El punto clave es identi�car a la

quintaesencia con un camp o cu�antico a priori descono cido. Por si fuera p o co, al igual que

con la constante cosmol�ogica, es dif��cil p ensar la forma en la que el universo debi�o hab er

sido creado con tanta precisi�on como para tener la aceleraci�on observada hoy en d��a. De

esta manera, existe la p osibilidad de p ensar en un principio antr�opico. La manera de salir

del principio antr�opico es mo delar al camp o como un atractor global de tal forma que,

indep endientemente de las condiciones iniciales, se llegue al mismo resultado a medida

que avanza el tiemp o. No obstante, es dif��cil imaginar en que �ep o ca y p or qu�e justo en

la nuestra es cuando la quintaesencia tiene un pap el fundamental en la din�amica del uni-

verso. Hasta el momento to do parece indicar que existe un momento clave en el cual la

quintaesencia p o dr��a hab er comenzado a dominar: la sup er�cie de la �ultima disp ersi�on de

la luz. Es evidente que cualquiera que sea el causante de la energ��a oscura, este fen�omeno

f��sico determinar�a el futuro y destino del universo.

Nuevamente, las ideas de energ��a oscura y quintaesencia son bastante p opulares hoy en

d��a. Sin embargo existen alrededor de cinco teor��as alternativas a las ideas mencionadas

anteriormente. Para no entrar en detalle innecesario solamente mencionar�e que quiz�as

el rival mas fuerte de la energ��a oscura es una mo di�caci�on de la teor��a general de la

gravitaci�on de Einstein. Estas teor��as m�etricas de la gravitaci�on hacen que la acci�on de

masa y energ��a en el universo a gran escala pro duzcan de manera muy natural una repulsi�on

entre las galaxias. La raz�on �nal la tendr�a solamente el exp erimento y no queda mas que

observar el desarrollo de to das estas teor��as y sus consecuencias observacionales.

x73. El destino del universo

A p esar de que la f��sica que prevalece en los primeros instantes desde la creaci�on del

universo ( t . 10

- 3

s) es bastante alentadora, es dif��cil tener bases exp erimentales para la

misma, indirectas y sobre to do directas, que puedan dar solidez a la misma. De esta manera,

existe un rango de tiemp os que se extiende 40 ordenes de magnitud, desde el tiemp o de

Planck 10

- 43

s hasta t � 10

- 3

s, donde no p o demos estar seguros de nuestro entendimiento
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de la microf��sica que debi�o hab er dominado al universo. La escala de tiemp o sobre la cu�al

p o demos estar seguros de nuestro entendimiento del universo se extiende 12 ordenes de

magnitud, desde t � 10

- 3

s hasta t 0 � 10

9

s. Este �ultimo intervalo de tiemp o est�a dividido

en dos partes. El intervalo en el cual 10

- 3

s < t < 10

3

s y el intervalo de tiemp o tard��o donde

t > 10

3

s. El primer intervalo de tiemp o requiere del cono cimiento de f��sica b�asica bastante

incierta y esp eculativa. Es en esta escala de tiemp o donde el aplanado del universo, el

n �umero de bariones comparado con n �umero de fotones, las 
uctuaciones primordiales de

la radiaci�on c�osmica de fondo, la materia oscura ex�otica y la energ��a oscura son creados.

La segunda etapa constituye el modelo caliente del universo y es donde se pro ducen los

elementos ligeros y donde la radiaci�on de cuerp o negro del gas primordial del universo

deja de ser opaca. Este segundo intervalo de tiemp o es de cierta manera, f�acil de calcular

puesto que existe homogeneidad y aplanado del universo. La �ultima etapa se da despu�es

de la recombinaci�on de los elementos. De aqu�� se sigue la creaci�on de las galaxias, los

c �umulos de galaxias y los sup erc �umulos de galaxias. Esta �ultima regi�on es principalmente

el traba jo de los astr�onomos y es complicada pues representa la manifestaci�on de to da la

f��sica existente.

Sea cual sea el inicio del universo, es tambi�en imp ortante sab er cual ser�a su �nal.

B�asicamente esto dep ende de la curvatura del mismo y del comp ortamiento de la energ��a

oscura y la energ��a del vac��o. Hoy en d��a to do parece indicar que el universo se expan-

dir�a p or siempre. De cualquier manera, analicemos r�apidamente los destinos del universo

sin tomar en cuenta la energ��a oscura actual y tomando en cuenta que la energ��a del vac��o

es despreciable en la �ep o ca presente.

R Universo en recolapso (cerrado) . Ü Si el tiemp o t = 0 corresp onde al tiemp o del

recolapso (lo opuesto de la gran explosi�on), entonces existen diversas �ep o cas imp ortantes

a destacar para el universo

? t � - 10

9

a ~nos . Ü C �umulos de galaxias se amalgaman

? t � - 10

8

a ~nos . Ü Las galaxias se amalgaman entre s��.

? t � - 10

6

a ~nos . Ü Las estrellas se mueven a velo cidades relativistas.

? t � - 10

5

a ~nos . Ü La temp eratura del cielo es m�as caliente que la temp eratura de la

sup er�cie estelar.

? t � - 10

3

a ~nos . Ü Las estrellas son destruidas y los agujeros negros crecen de manera
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catastr�o�ca.

? t � - 1 a ~no . Ü La temp eratura es mayor a 10

8

K en to das partes.

R Universo en expansi�on por siempre (abierto) . Ü Cuando el espacio es capaz de

expandirse p or siempre existe la p osibilidad de sobrevivir p or un p o co m�as de tiemp o,

p ero no p or siempre:

? t � 10

14

a ~nos . Ü Actividad estelar �nalizada. Esencialmente, la muerte de las estrellas.

? t � 10

17

a ~nos . Ü Rela jaci�on din�amica signi�cante en las galaxias.

? t � 10

20

a ~nos . Ü Efectos de radiaci�on gravitacional en galaxias signi�cante.

? t � 10

31 - 10

36

a ~nos . Ü Decaimiento del prot�on.

? t � 10

64

a ~nos . Ü Evap oraci�on cu�antica de agujeros negros.

? t � 10

1600

a ~nos . Ü Las enanas blancas se transforman en hierro si el decaimiento del

prot�on no se lleva acab o conforme a las predicciones te�oricas.

? t � 10

10

26

- 10

10

76

a ~nos . Ü Si el prot�on no decae, entonces las estrellas de neutrones

pasan p or una etapa de tunela je cu�antico para transformarse en agujeros negros, los

cuales se evap oran r�apidamente.

Llevamos un buen camino recorrido con resp ecto al entendimiento del universo y las

leyes f��sicas que lo rigen. Sin embargo, es necesario recorrer aun m�as y ah�� es donde entras

tu. . .
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Everyone is p ermitted to copy and distribute verbatim copies of this license do cument,

but changing it is not allowed.

Preamble

The purp ose of this License is to make a manual, textb o ok, or other written do cument

\free" in the sense of freedom: to assure everyone the e�ective freedom to copy and

redistribute it, with or without mo difying it, either commercially or noncommercially.

Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for

their work, while not b eing considered resp onsible for mo di�cations made by others.

This License is a kind of \copyleft", which means that derivative works of the do cument

must themselves b e free in the same sense. It complements the GNU General Public

License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, b ecause

free software needs free do cumentation: a free program should come with manuals provid-

ing the same freedoms that the software do es. But this License is not limited to software

manuals; it can b e used for any textual work, regardless of sub ject matter or whether it

is published as a printed b o ok. We recommend this License principally for works whose

purp ose is instruction or reference.
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x74. Applicability and De�nitions

This License applies to any manual or other work that contains a notice placed by

the copyright holder saying it can b e distributed under the terms of this License. The

\Do cument", b elow, refers to any such manual or work. Any memb er of the public is a

licensee, and is addressed as \you".

A \Mo di�ed Version" of the Do cument means any work containing the Do cument or a

p ortion of it, either copied verbatim, or with mo di�cations and/or translated into another

language.

A \Secondary Section" is a named app endix or a front-matter section of the Do cument

that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Do cument to

the Do cument's overall sub ject (or to related matters) and contains nothing that could fall

directly within that overall sub ject. (For example, if the Do cument is in part a textb o ok

of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship

could b e a matter of historical connection with the sub ject or with related matters, or of

legal, commercial, philosophical, ethical or p olitical p osition regarding them.

The \Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated,

as b eing those of Invariant Sections, in the notice that says that the Do cument is released

under this License.

The \Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover

Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Do cument is released under

this License.

A \Transparent" copy of the Do cument means a machine-readable copy, represented in

a format whose sp eci�cation is available to the general public, whose contents can b e viewed

and edited directly and straightforwardly with generic text editors or (for images comp osed

of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor,

and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of

formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent �le

format whose markup has b een designed to thwart or discourage subsequent mo di�cation

by readers is not Transparent. A copy that is not \Transparent" is called \Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCI I without

markup, Texinfo input format, L

A

T

E

X input format, SGML or XML using a publicly
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available DTD, and standard-conforming simple HTML designed for human mo di�ca-

tion. Opaque formats include PostScript, PDF, proprietary formats that can b e read and

edited only by proprietary word pro cessors, SGML or XML for which the DTD and/or

pro cessing to ols are not generally available, and the machine-generated HTML pro duced

by some word pro cessors for output purp oses only.

The \Title Page" means, for a printed b o ok, the title page itself, plus such following

pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to app ear in the title

page. For works in formats which do not have any title page as such, \Title Page" means

the text near the most prominent app earance of the work's title, preceding the b eginning

of the b o dy of the text.

x75. Verbatim Copying

You may copy and distribute the Do cument in any medium, either commercially or

noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice

saying this License applies to the Do cument are repro duced in all copies, and that you

add no other conditions whatso ever to those of this License. You may not use technical

measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make

or distribute. However, you may accept comp ensation in exchange for copies. If you

distribute a large enough numb er of copies you must also follow the conditions in section

3.

You may also lend copies, under the same conditions stated ab ove, and you may publicly

display copies.

x76. Copying in Quantity

If you publish printed copies of the Do cument numb ering more than 100, and the

Do cument's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that

carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and

Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you

as the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words

of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in

Copyleft

c


 Sergio Mendoza < sergio@mendozza.org > , http: //www.mendozza.org/sergio



308 GNU FREE DOCUMENTATION LICENSE

addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of

the Do cument and satisfy these conditions, can b e treated as verbatim copying in other

resp ects.

If the required texts for either cover are to o voluminous to �t legibly, you should put

the �rst ones listed (as many as �t reasonably) on the actual cover, and continue the rest

onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Do cument numb ering more than 100,

you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque

copy, or state in or with each Opaque copy a publicly-accessible computer-network lo cation

containing a complete Transparent copy of the Do cument, free of added material, which

the general network-using public has access to download anonymously at no charge using

public-standard network proto cols. If you use the latter option, you must take reasonably

prudent steps, when you b egin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that

this Transparent copy will remain thus accessible at the stated lo cation until at least one

year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or

retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Do cument well

b efore redistributing any large numb er of copies, to give them a chance to provide you

with an up dated version of the Do cument.

x77. Modi�cations

You may copy and distribute a Mo di�ed Version of the Do cument under the conditions

of sections 2 and 3 ab ove, provided that you release the Mo di�ed Version under precisely

this License, with the Mo di�ed Version �lling the role of the Do cument, thus licensing

distribution and mo di�cation of the Mo di�ed Version to who ever p ossesses a copy of it.

In addition, you must do these things in the Mo di�ed Version:

Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the

Do cument, and from those of previous versions (which should, if there were any, b e

listed in the History section of the Do cument). You may use the same title as a

previous version if the original publisher of that version gives p ermission.
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List on the Title Page, as authors, one or more p ersons or entities resp onsible for

authorship of the mo di�cations in the Mo di�ed Version, together with at least �ve

of the principal authors of the Do cument (all of its principal authors, if it has less

than �ve).

State on the Title page the name of the publisher of the Mo di�ed Version, as the

publisher.

Preserve all the copyright notices of the Do cument.

Add an appropriate copyright notice for your mo di�cations adjacent to the other

copyright notices.

Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public

p ermission to use the Mo di�ed Version under the terms of this License, in the form

shown in the Addendum b elow.

Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover

Texts given in the Do cument's license notice.

Include an unaltered copy of this License.

Preserve the section entitled \History", and its title, and add to it an item stating at

least the title, year, new authors, and publisher of the Mo di�ed Version as given on

the Title Page. If there is no section entitled \History" in the Do cument, create one

stating the title, year, authors, and publisher of the Do cument as given on its Title

Page, then add an item describing the Mo di�ed Version as stated in the previous

sentence.

Preserve the network lo cation, if any, given in the Do cument for public access to

a Transparent copy of the Do cument, and likewise the network lo cations given in

the Do cument for previous versions it was based on. These may b e placed in the

\History" section. You may omit a network lo cation for a work that was published at

least four years b efore the Do cument itself, or if the original publisher of the version

it refers to gives p ermission.
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In any section entitled \Acknowledgements" or \Dedications", preserve the section's

title, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor

acknowledgements and/or dedications given therein.

Preserve all the Invariant Sections of the Do cument, unaltered in their text and in

their titles. Section numb ers or the equivalent are not considered part of the section

titles.

Delete any section entitled \Endorsements". Such a section may not b e included in

the Mo di�ed Version.

Do not retitle any existing section as \Endorsements" or to con
ict in title with any

Invariant Section.

If the Mo di�ed Version includes new front-matter sections or app endices that qualify

as Secondary Sections and contain no material copied from the Do cument, you may at

your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles

to the list of Invariant Sections in the Mo di�ed Version's license notice. These titles must

b e distinct from any other section titles.

You may add a section entitled \Endorsements", provided it contains nothing but

endorsements of your Mo di�ed Version by various parties { for example, statements of

p eer review or that the text has b een approved by an organization as the authoritative

de�nition of a standard.

You may add a passage of up to �ve words as a Front-Cover Text, and a passage of up

to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Mo di�ed

Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may b e added

by (or through arrangements made by) any one entity. If the Do cument already includes

a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the

same entity you are acting on b ehalf of, you may not add another; but you may replace

the old one, on explicit p ermission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Do cument do not by this License give p ermission

to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Mo di�ed

Version.
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x78. Combining Documents

You may combine the Do cument with other do cuments released under this License,

under the terms de�ned in section 4 ab ove for mo di�ed versions, provided that you include

in the combination all of the Invariant Sections of all of the original do cuments, unmo di�ed,

and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical

Invariant Sections may b e replaced with a single copy. If there are multiple Invariant

Sections with the same name but di�erent contents, make the title of each such section

unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or

publisher of that section if known, or else a unique numb er. Make the same adjustment

to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined

work.

In the combination, you must combine any sections entitled \History" in the various

original do cuments, forming one section entitled \History"; likewise combine any sections

entitled \Acknowledgements", and any sections entitled \Dedications". You must delete

all sections entitled \Endorsements."

x79. Collections of Documents

You may make a collection consisting of the Do cument and other do cuments released

under this License, and replace the individual copies of this License in the various do cu-

ments with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the

rules of this License for verbatim copying of each of the do cuments in all other resp ects.

You may extract a single do cument from such a collection, and distribute it individually

under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted do cument,

and follow this License in all other resp ects regarding verbatim copying of that do cument.

x80. Aggregation With Independent Works

A compilation of the Do cument or its derivatives with other separate and indep endent

do cuments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, do es not as a
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whole count as a Mo di�ed Version of the Do cument, provided no compilation copyright is

claimed for the compilation. Such a compilation is called an \aggregate", and this License

do es not apply to the other self-contained works thus compiled with the Do cument, on

account of their b eing thus compiled, if they are not themselves derivative works of the

Do cument.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Do cument,

then if the Do cument is less than one quarter of the entire aggregate, the Do cument's Cover

Texts may b e placed on covers that surround only the Do cument within the aggregate.

Otherwise they must app ear on covers around the whole aggregate.

x81. Translation

Translation is considered a kind of mo di�cation, so you may distribute translations of

the Do cument under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations

requires sp ecial p ermission from their copyright holders, but you may include translations

of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant

Sections. You may include a translation of this License provided that you also include the

original English version of this License. In case of a disagreement b etween the translation

and the original English version of this License, the original English version will prevail.

x82. Termination

You may not copy, mo dify, sublicense, or distribute the Do cument except as expressly

provided for under this License. Any other attempt to copy, mo dify, sublicense or distribute

the Do cument is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, parties who have received copies, or rights, from you under this License will not

have their licenses terminated so long as such parties remain in full compliance.

x83. Future Revisions of This License

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free

Do cumentation License from time to time. Such new versions will b e similar in spirit to
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the present version, but may di�er in detail to address new problems or concerns. See

http://www.gnu.org/copy l eft/ .

Each version of the License is given a distinguishing version numb er. If the Do cument

sp eci�es that a particular numb ered version of this License "or any later version" applies

to it, you have the option of following the terms and conditions either of that sp eci�ed

version or of any later version that has b een published (not as a draft) by the Free Software

Foundation. If the Do cument do es not sp ecify a version numb er of this License, you may

cho ose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.

ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a do cument you have written, include a copy of the License in

the do cument and put the following copyright and license notices just after the title page:

Copyright

c


 YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute

and/or mo dify this do cument under the terms of the GNU Free Do cumenta-

tion License, Version 1.1 or any later version published by the Free Software

Foundation; with the Invariant Sections b eing LIST THEIR TITLES, with the

Front-Cover Texts b eing LIST, and with the Back-Cover Texts b eing LIST. A

copy of the license is included in the section entitled \GNU Free Do cumentation

License".

If you have no Invariant Sections, write \with no Invariant Sections" instead of saying

which ones are invariant. If you have no Front-Cover Texts, write \no Front-Cover Texts"

instead of \Front-Cover Texts b eing LIST"; likewise for Back-Cover Texts.

If your do cument contains nontrivial examples of program co de, we recommend releas-

ing these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU

General Public License, to p ermit their use in free software.
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teor��a

de la din�amica mo di�cada (MOND), 296

de la gran explosi�on, v�ease gran explo-

si�on

de la gran uni�caci�on, 298

de multiuniversos, 301

esp ecial de la relatividad, 24, 47

general de la relatividad, 25, 175

helio c�entrica, 20

teor��as

m�etricas de la gravitaci�on, 303

teorema

de Birkho�, 223

de Gauss

en el espacio de Minkowski de 4D, 78

en espacios euclidianos de 3D, 50

de Gauss en espacios curvos de 4D, 204

de no p elos para agujeros negros, 242

de Stokes

en el espacio de Minkowski de 4D, 78

en espacios curvos de 4D, 192

en espacios euclidianos de 3D, 50

del virial, 123

escalar, 125

relativista, 235

tensorial, 128

termo din�amica

del universo, v�ease historia t�ermica del

universo

tiemp o

c�osmico, 266

de ca��da libre, 115

de Kelvin, 119

dilaci�on del, 68

propio, 64 , 192

transferencia

de masa, 154

transformaci�on

de Lorentz, 66, 67

de norma

para camp o electromagn�etico, 87

transp orte paralelo, 196, 207

traza de un tensor, v�ease tensor: contracci�on

de un

unidad astron�omica, 39

unidades

de Planck, v�ease Planck, unidades de

universo
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dedos de dios, 30

gran pared, 30

top olog��a tip o esp onja, 30

vac��o, 278, 279

valores

propios de cantidades f��sicas, 68

variable catacl��smica, 157

variedad diferencial, 185

vector

de densidad de corriente, 92

de onda, 95

vectores

en espacios curvos de 4D, 185

en espacios euclidianos de 3D, 47

en espacios pseudo{euclidianos de 4D,
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Very Long Baseline Interferometry (VLBA),

240

violaci�on

Carga{Paridad, v�ease violaci�on CP

CP, 286

viscosidad

cinem�atica, 167

din�amica, 165

segunda, 165

turbulenta, 167

VLBA, v�ease Very Long Baseline Interfero-

metry

Wilkinson Microwave Anisotropy Prob e, 37,

263

WMAP, v�ease Wilkinson Microwave Aniso-

tropy Prob e

zenit, 19
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