UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA

,fo 45 ==,

Y
i

DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ACRECION DE FLUJOS RELATIVISTAS
HACIA AGUJEROS NEGROS

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE :

FISICO

P R E S E N T A

ELIU ANTONIO HUERTA ESCUDERO

TUTOR DE TESIS: DR. SERGIO MENDOZA RAMOS

FACULTAD DE CIENCIAS

UNAM 2006






Indice general

Hoja de Datos del Jurado
Agradecimientos

Prefacio

Resumen

1. Acrecion
61.1. Historia . . . . . . . . . . e
§1.2. El limite de Eddington . . . . . . . .. ... oo
§1.3. Mecdnica de fluidos . . . . . . . .. L Lo

§1.4. Acrecién esféricade Bondi . . . . . . . .. ... ...

2. Modelo de acrecion de Ulrich
62.1. Introduccion . . . . . . . ...

§2.2. Cinematica del modelo . . . . . . . . . .. . Lo oo

3. Acrecién relativista
§3.1. Mecénica de fluidos relativista . . . . . . . .. ..o
§3.2. Ecuacion de Bernoulli en presencia de campos gravitacionales intensos . . .

§3.3. El rol de la ecuacién de Bernoulli en la astrofisica relativista . . . . . . ..

4. Acrecién relativista con rotacién
§4.1. Mecénica celeste en relatividad general . . . . . . . .. ... oL
§4.2. Generalizacién del modelo de acrecion de Ulrich . . . . . . .. ... ... ..

§4.3. Convergencia con modelos de acrecién conocidos . . . . .. .. .. .. ...

11
11
13
15
20

25
25
26

33
33
35
38



v INDICE GENERAL

§4.4. Un estudio detallado del modelo de acrecién con rotacién relativista . . . . 51
§4.5. Diferencias entre el modelo de Ulrich y su generalizacion relativista . . . . . 53
§4.6. Modelo de acrecion ultra—relativista . . . . . .. ... .00 0oL 55
Conclusiones 61
Apéndice 63
§A. Solucién de la ecuacién de érbita . . . . . ..o 63
¢B. Fundamentos de funciones elipticas de Jacobi . . . . . . ... ... ... .. 64
§C. Ecuacion de Bernoulli en presencia de campos gravitacionales intensos . . . 66

§D. Modelo de acrecién relativista con rotacién . . . . ... oL 68



Indice de figuras

2.1.
2.2.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

4.5.

Lineas de corriente para el modelo de Ulrich . . . . . .. ... .. ... ... 30
Isocontornos de densidad . . . . . . . ... ... oL L 31
Variacion de la densidad para distintos valoresdea . . . . . .. .. .. .. 55
Radio del ‘discoreal’ vs. cv . . . . . . . . . Lo 56
Evoluciéon del disco . . . . . . . . ... 57

Comparacion de lineas de corriente entre un potencial Paczynski - Wiita y
el dado por relatividad general para un momento angular especifico h = 2r, 59
Comparacion de lineas de corriente entre un potencial Paczynski—Wiita y el

dado por relatividad general para un momento angular especifico h = 2r,. . 60






Hoja de Datos

Huerta Escudero Eliu Antonio

Tel. 58666066

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Fisico

Tutor

Dr. Sergio Mendoza Ramos

Sinodal 1
Dr. Eugenio Ley Koo

Sinodal 2

Dr. Xavier Herndndez Doring

Sinodal 3

Dr. Carlos Arturo Vargas Guadarrama

Sinodal 4

Dr. Alejandro Raga Rasmussen

del Jurado

“Acrecion de flujos relativistas hacia agujeros negros”

78 paginas
2006






Agradecimientos

Ser estudiante de la mejor Universidad de toda Iberoamérica es el més grande de los
orgullos.

La UNAM, que me abrié sus puertas en la Escuela Nacional Preparatoria 5, me ha
permitido tomar clases con las personas mas capacitadas y comprometidas con su trabajo.
Sus ensenanzas me han permitido desarrollarme como persona libre pensadora, alejada
de cualquier tipo de enajenacion. La Preparatoria me formé con un espiritu critico, con
disciplina. Ademas, en esta estapa conoci a mis mejores y mas intimos amigos.

Estudiar en la Facultad de Ciencias de la UNAM fue una experiencia inolvidable,
particularmente desde el segundo semestre cuando conoci a dos de mis mejores profesores:
Rafael Soto Montiel, con quien tomé “la clase de Mecanica”; y Arturo Vargas, con quien
aprendi todas las Matemadticas que necesité a lo largo de la carrera. Nunca olvidaré las
clases de Eugenio Ley Koo, su claridad y precisién dejaron una profunda impresion en mi
formacién académica.

El ltimo tercio de la carrea fue sin duda el mejor de todos. Las excelentes clases de
Relatividad de Miguel Alcubierre y de Algebra Lineal IT con Hugo Rincén fueron el preludio
de un buen fin. Justo en el otonio de 2004 tomé el curso de Astrofisica Relativista con Sergio
Mendoza. Este curso fue sin duda el mas dificil de toda la licenciatura y, afortunadamente,
el mas fructifero. Recuerdo que a finales del curso Sergio me propuso hacer un trabajo de
Tesis que consistia en generalizar el problema de acrecién de Ulrich a un espacio-tiempo
de Schwarzschild. Tal idea no me agradé del todo, en primer lugar porque la seccién de
acrecién en su curso no me habia parecido interesante y porque nunca habia pensado hacer
la Tesis en el IAUNAM. Un ano después habia resuelto el problema, el cual en el transcurso
del tiempo se volvié realmente fascinante, y la Tesis estaba en sus iltimas etapas. Este
trabajo de Tesis fue una gran aventura, no solo porque tuve que aprender muchas cosas
en el camino, desde el uso de LaTeX hasta funciones elipticas de Jacobi, sino porque pude
ver los resultados de un trabajo intenso y continuo. Este entrenamiento sera inolvidable.

Agradezco a Sergio todo el tiempo que generosamente me dedicé a lo largo de todo un

ano, inclusive los fines de semana. Mas que un asesor de Tesis fue un amigo sincero que



4 AGRADECIMIENTOS

sefialé con firmeza mis errores y felicité mis aciertos.

Sin duda este trabajo fue posible gracias al apoyo de mi familia, en particular de mis
padres. A mi madre agradezco sus consejos que siempre me han resultado muy utiles en el
vivir diario. Los buenos resultados obtenidos hasta ahora son debidos a la educacién que
ambos me dieron en la ninez. A mi padre agradezco particularmente que en la Secundaria
me haya regalado el libro Breve historia del tiempo, y posteriormente, en el iltimo ano de
la Preparatoria, El significado de la Relatividad, ambos libros me ayudaron a decidirme
por estudiar Fisica. Sin duda, el apoyo mas fuerte y constante en estos iltimos afos se
lo debo a Jann, quien me brindé su mano y carino en todo momento. Gracias Jann por
compartir tu vida y tu tiempo conmigo, siempre te llevaré en mi corazoén.

Por otro lado, agradezco el apoyo proporcionado por la biblioteca y el servicio de
computo del Instituto de Astronomia—CU en la realizacién de esta Tesis de Licenciatura.

Particularmente al Dr. William Lee por proporcionarme sus resultados nimericos ob-
tenidos con un potencial pseudo—newtoniano Paczynski-Wiita con el fin de compararlos
con las soluciones analiticas obtenidas en este trabajo.

También agradezco los comentarios enriquecedores e innumerables correcciones reali-
zadas en la primera versién de la Tesis a Sergio, y por supuesto a mis sinodales Eugenio
Ley Koo, Xavier Herndandez, Alex Raga y Arturo Vargas, ademéas de William Lee, quienes
con sus observaciones y comentarios dieron los toques finales a este trabajo.

Finalmente y no menos importante, agradezco el apoyo econémico proporcionado por
DGAPA-UNAM (IN119203).



Con amor y carino
a mis padres,

y a ti Jann,

el amor

de mi vida.






Prefacio

Hace poco maés de sesenta anos, Sir Hermann Bondi comenzé a desarrollar ideas sobre la
importancia del fenémeno de acrecién que hoy en dia resultan esenciales en el entendimiento
de diversos problemas astrofisicos.

En una serie de articulos en colaboracién con Lyttleton y Hoyle en los afios cuarenta,
Bondi dio pasos pioneros al desarrollar modelos de acrecion en linea correspondientes a gas
que se acreta hacia una estrella que se mueve a través de una nube de gas.

Finalmente en 1952 Bondi publicé su famoso articulo de acrecion esférica sobre una es-
trella. En palabras de Bondi, este modelo fue construido por simple curiosidad matemaética
y no porque se le considerara como algo fundamental en la astrofisica (Bondi, 2005).

El modelo de acrecién esférica de Bondi fue generalizado afios mas tarde por Michel
(1972) para incluir efectos relativistas en el estudio de acrecién esférica hacia un objeto
compacto descrito por la métrica de Schwarzschild. Poco tiempo después Ulrich (1976)
generalizé el modelo de acrecién esférica de Bondi tomando en cuenta que el material tenia
un momento angular pequenio y que giraba como un cuerpo rigido. Dada la complejidad
del analisis, Ulrich se restringié a un estudio detallado bajo la suposicién de movimiento
balistico de particulas.

En la presente Tesis se construye un modelo matemético y totalmente analitico re-
lativista del modelo de acreciéon de Ulrich, tomando en cuenta que el objeto central es
compacto con un espacio-tiempo de Schwarzschild.

Tristemente el ano pasado, el 10 de septiembre de 2005, Sir Hermann Bondi fallecié. No
obstante es la intencién mas profunda del Dr. Sergio Mendoza y de Eliu Huerta el dedicar el
presente trabajo a su viva memoria y por haber concebido el fenémeno de acrecion esférica.
Con esto, Bondi inicié una de las mas grandiosas ideas en la astrofisica, a pesar de haber

sido elucidada por mera curiosidad...






Resumen

Un disco de acrecién consiste en un disco de gas que se encuentra alrededor de un gran
numero de objetos astrofisicos, desde estrellas jévenes hasta agujeros negros. Tales discos
existen debido a que el gas que cae sobre un objeto gravitante tiene momento angular
que lo fuerza a orbitar alrededor de éste. Una vez en el disco, el gas cae hacia el centro
del mismo, incrementando su temperatura conforme su energia potencial se convierte en
térmica. Tal energia es radiada en infrarrojo, visible, ultravioleta e inclusive rayos X.

Discos de acrecion alrededor de enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros
en sistemas binarios pueden radiar cantidades masivas de energia en frecuencias del ultra-
violeta y rayos X; algunos de estos sistemas binarios se encuentran entre las fuentes de rayos
X més luminosas del universo. De hecho, se cree que los discos de acrecién desempenan un
papel crucial en el fenémeno de los niicleos activos de galaxias, los cuales se encuentran
en el corazon de galaxias activas, incluyendo cuasares, galaxias Seyfert, blazares y radio
galaxias, fuentes luminosas intensas altamente variables. Algunos cuasares varian su brillo
en escalas de semanas o meses, mientras que algunos blazares muestran variaciones en
emisién de rayos X en tiempos tan cortos como tres horas. Estas fluctuaciones imponen
limites en el tamafnio de la fuente luminosa, debido a que un objeto no puede variar su
brillo mas rapidamente que el tiempo que tarda la luz en viajar de una regién emisora de
radiacion a otra. Ademads, observaciones del movimiento orbital de estrellas alrededor de
ntcleos activos muestran que una masa del orden de miles de millones de masas solares
funge como maquinaria central. Esto lleva a concluir que dicha maquinaria es un agujero
negro super masivo. Dado que el agujero negro no emite, se cree que la radiacién emitida
proviene de material que es calentado a millones de grados centigrados en un disco de
acrecién antes de ser tragado por el agujero o, en algunos casos, expulsado como chorros
antiparalelos a lo largo del eje de rotacion de la maquinaria central.

Esta Tesis fue realizada con el fin de obtener un modelo analitico de acrecién para un
espacio—tiempo tipo Schwarzschild que generalice el modelo de acrecién de Ulrich (1976).

La Tesis discute con detalle el modelo de acrecién esférica y estacionaria de Bondi

(1952). Las ideas de Bondi constituyeron el fundamento para modelos posteriores de acre-
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cién, tales como el modelo de Ulrich (1976), quien perturbé dicho modelo al asociar un
momento angular inicial suficientemente pequeno a las particulas acretadas por objetos
estelares. Tal modelo balistico se aplicd con éxito al estudio de estrellas T Tauri.

Por otro lado, Michel (1972) generalizé el modelo de acrecién de Bondi considerando
un espacio-tiempo de Schwarzschild.

Estos tres modelos, en particular el modelo de Bondi, son utilizados ampliamente para
estimar tasas de acrecién en sistemas con una amplia gama de escalas, desde acrecién
estelar hasta acrecién en cimulos de galaxias.

En esta Tesis se muestra que es posible deducir la fisica del modelo de Michel al construir
la ley de Bernoulli en presencia de campos gravitacionales intensos y combinarla con la ley
de conservaciéon de niimero de particulas en su versiéon covariante.

En anos recientes se han presentado distintos modelos que pretenden generalizar el
modelo de acrecién de Ulrich en un espacio-tiempo de Schwarzschild, pues tal modelo
puede ser aplicado al estudio de destellos de rayos gama y procesos de acrecién en objetos
compactos. Sin embargo, tales modelos han sido incapaces de formular de manera exacta
y analitica el campo de velocidades y de densidad de ntmero de particulas del flujo de
acrecion. Beloborodov & Illarionov (2000) construyeron un modelo numérico que aproxima
el potencial dado por relatividad general y que en el limite newtoniano no converge al
modelo de Ulrich. Por otra parte, Lee & Ramirez—Ruiz (2006) consideraron un potencial
de Paczynski-Witta para modelar el proceso de acrecién.

Fn esta Tesis se resuelve de manera exacta y analitica el proceso de acrecién de Ulrich en
un espacio—tiempo de Schwarzschild tomando de manera perfecta el potencial de relatividad
general. Se demuestra que en el limite newtoniano el modelo propuesto converge al modelo
de Ulrich. Ademsés, se presenta el modelo de acrecién ultra—relativista, el cual muestra que
el ‘disco de acrecién’ se encuentra extendido sobre el plano ecuatorial y no concentrado en
una regiéon dada del espacio, tal como sucede en el modelo de Ulrich. Este modelo cubre
facilmente el modelo propuesto por Lee & Ramirez, mostrando ademaés que en tal modelo
las lineas de corriente tienen comportamientos significativamente distintos tanto a larga

como a pequena escala.



Capitulo 1

Acrecion

§1.1. Historia

Para los fisicos del siglo XIX, la gravedad era la tnica fuente de energia concebible
para los cuerpos celestes. Sin embargo, al calcular el tiempo de vida del sol con base en
tal suposicion, se encontraba que tal fuente de energia no era suficiente para mantener al
sol en actividad hasta ese momento. En contraste, a principios del siglo XX la gravedad
volvié a tomar un papel preponderante para explicar a objetos muy luminosos, tales como
supernovas, debido a que la fuente de energia nuclear de las estrellas resultaba inadecuada
para explicar tales fenémenos. Hoy se sabe que la principal fuente de extraccion de energia
potencial gravitacional es mediante procesos de acrecién, tal como sucede en distintos
tipos de sistemas binarios cerrados. De hecho, es ampliamente aceptado que tal proceso es
el suministro energético en nicleos activos de galaxias, microcuasares y colapsares.

El reconocimiento de la importancia de este proceso ha estado acompanado de un de-
sarrollo sin precedentes de técnicas experimentales en astronomia, en particular al explotar
las posibilidades del espectro electromagnético completo, desde los rayos « hasta la radia-
cién en radio. Al mismo tiempo, la existencia de objetos compactos ha quedado fuera de
toda duda por el descubrimiento de pulsares, cuasares, microcuasares y destellos de rayos
~. Por lo tanto, el nuevo rol que desempena la gravedad es debido a que la acrecién sobre
cuerpos compactos es una fuente natural y potente para la produccién de radiacién de
altas energfas.

Una estimacién a orden de magnitud del proceso de acrecién resulta iluminadora. Con-

sidérese un cuerpo de masa M y radio R,. La energia potencial gravitacional AFE,.. liberada
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al acretar una masa m sobre su superficie es

GMm
AE&CC — R—, (11)

donde G es la constante gravitacional de Newton. Si el cuerpo que acreta es una estrella
de neutrones de radio R, ~ 10 km y masa M ~ Mg, entonces AFE,.. tiene un valor
aproximado de 10'3 J por gramo acretado. Generalmente, en estas condiciones astrofisicas,
ésta energia es liberada de manera muy eficiente como radiacién electromagnética. A modo
de comparacion considérese la energia que puede ser extraida de una masa m por reacciones
nucleares de fusién. La méxima energia extraida corresponde a la conversiéon de hidrégeno

en helio, reaccién que libera una energia

AFEp = 0.007mc?, (1.2)

donde c es la velocidad de la luz. De aqui se sigue que la energia liberada es aproximada-
mente 6 x 10! W, lo cual equivale a un vigésimo de la energfa liberada para el caso de
acrecién’ .

La ecuacion (1.1) indica que la eficiencia de la acrecién como un mecanismo de libera-
cién de energia depende fuertemente del cociente M/R,, entre mas grande es éste, mayor
es la eficiencia. Por lo tanto, al considerar acrecién sobre objetos de unas cuantas masas
solares, tanto las estrellas de neutrones (R, ~ 10 km) como los agujeros negros de radio
tipico Ry ~ 2GM/c? ~ 3(M/Mg) ocupan el primer plano. En el caso de enanas blancas
con M ~ Mg, R, ~ 10% km, los procesos nucleares son mas eficientes que la acrecién en
factores del orden 25-50. Sin embargo no debe concluirse que la acrecién carece de im-
portancia para las observaciones ya que la luminosidad en la mayor parte de la vida de
la estrella depende exclusivamente del proceso de acrecién. Esto se debe a que los proce-
sos nucleares ocurren en la superficie de la estrella dando lugar a eventos excesivamente
luminosos de corta duracion en los cuales el combustible nuclear es consumido rapidamen-
te. Los sistemas binarios en los que una enana blanca acreta de una estrella companera

cercana se denominan variables cataclismicas y son bastante comunes en nuestra galaxia.

 Una manera elegante de obtener la energfa liberada por acrecién en términos de la energia en reposo
Ereposo = mc? es la siguiente: al llegar a R, las particulas alcanzan una velocidad de equilibrio v> = GM/R,.
Si el sistema estd virializado, i.e. 2T + W = 0, entonces la energia total E =T + W = W/2. Por lo tanto,
la energia liberada en el proceso de acrecion con base en las consideraciones anteriores estd dada por
APFEqcc/Ereposo = v>/2c?. Para un objeto compacto las particulas alcanzan velocidades relativistas al ser
acretadas, i.e. AFacc — Ereposo/2.
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Estos sistemas son muy importantes, ya que proporcionan una excelente oportunidad de
estudiar procesos de acrecion aislados, dado que otras fuentes de luminosidad, en particular
la estrella companera, pueden ser despreciadas.

Por otro lado, para un valor dado de compacidad M/R,, la luminosidad del sistema
acretante depende de la tasa de acrecién M. Para altas luminosidades, la tasa de acrecién
puede ser controlada por el momento externo transferido de la radiacion hacia el material
que es acretado mediante procesos de dispersién y absorciéon. Bajo ciertas circunstancias,
esto puede conducir a la existencia de un maximo de luminosidad para una masa dada, el

cual es conocido como la luminosidad de Eddington.

§1.2. El limite de Eddington

El limite obtenido por Eddington es aplicable como una estimacién para un proceso
de acrecién esféricamente simétrico y estacionario, en el que el material acretado es prin-
cipalmente hidrégeno totalmente ionizado. Bajo estas suposiciones, la radiacion ejerce una
fuerza principalmente sobre los electrones libres a través de la dispersién de Thompson! .
Por otro lado, la fuerza electrostatica atractiva de Coulomb es tal que los electrones arras-
tran protones conforme se mueven. De hecho, la radiacién empuja pares electrén—protén
en contra de la fuerza gravitacional total que actia sobre cada par a una distancia radial r
medida desde el centro de la estrella. Cuando las fuerzas de radiacién y gravitacional estan
en equilibrio, se dice que se alcanza el limite de Eddington de luminosidad Lgqq, €l cual
estd dado por (Frank et al., 2002)

Liqqa = 1.3 x 103 (M/Mg) W, (1.3)

donde M es la masa de la estrella sobre la que se acreta material. A luminosidades mayores
que ésta, la presién de radiacién (hacia afuera) excederia la atraccién gravitacional (hacia
adentro) y el proceso de acrecién se detendria. Para una geometria mas complicada, la
ecuacién (1.3) no es mas que una estimacién burda del verdadero valor de la luminosidad.
Aun més relevante es la hipdtesis de proceso estacionario. Una ilustracion clara de este
hecho tiene que ver con las supernovas, en las cuales los valores de luminosidad son mayores

al limite de Eddington por 6rdenes de magnitud. Otra de las hipétesis principales fue

t La seccién recta para los protones es un factor 10~% menor a la seccién recta de Thompson, razén por
la cual la radiacién actia principalmente sobre electrones.
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que el material acretado es hidrégeno totalmente ionizado. La primera suposiciéon es una
aproximacion adecuada en la mayoria de los casos. La suposicién de ionizacién completa es
valida cuando el objeto que acreta emite principalmente en rayos X, ya que una pequena
fraccién de luminosidad en rayos X permite que los iones abundantes estén completamente
separados de sus electrones. A pesar de las limitaciones senaladas, el limite de Eddington
tiene una gran importancia practica, en particular porque ciertos tipos de sistemas se
comportan como welas estdndar en el sentido de que sus luminosidades son muy cercanas

a las predichas por Lggq-

El limite de Eddington impone una cota en la tasa de acrecién estacionaria M. Si toda
la energia cinética de la materia acretada es cedida en forma de radiacién en la superficie

estelar al radio R,, entonces la luminosidad de acrecion estd dada por

GMM M M 10km
Loce = =13x10% [ ——— | [ — . 1.4
acc R* 3 x 10 (1013kgs—1> (M@> ( R* > \%WY% ( )

Los cocientes M/Mg, 10* km/R, y M/Mg, 10 km/R, son de orden uno para enanas
1

blancas y estrellas de neutrones, respectivamente. Como 103 kg s~! es una tasa de acrecién
tipica en sistemas binarios cerrados que involucran este tipo de estrellas, entonces las
luminosidades correspondientes son 1026 W y 10%* W. Por otro lado, si las suposiciones
hechas para derivar el limite de Eddington son validas, las luminosidades a observar, con
base en la ecuacién (1.3), deben ser menores a 1014 W y 101! W en ambos tipos de sistema

(Frank et al., 2002).

Para el caso de acrecién sobre agujeros negros, la ecuacién (1.4) sigue siendo valida.
Como el radio expresado en esta ecuacién ya no se refiere a una superficie dura sino a una
regién en la cual la materia puede caer, mas no escapar, entonces mucha de la energia que
cae sobre el agujero solo aumenta su masa en lugar de ser radiada. Es importante hacer
notar que a pesar de su gran compacidad, un agujero negro de una masa solar es menos
eficiente en la conversiéon de energia potencial gravitacional en radiacién que una estrella

de neutrones de la misma masa (Frank et al., 2002).

Por 1ltimo, el limite de Eddington también puede ser aplicado en nicleos activos de
galaxias, objetos que tienen luminosidades muy altas > 10%°J s~!, las cuales varfan por
factores de orden dos en escalas de tiempo de semanas o menos. Si se supone que estos
sistemas radian al menos con Lggq, entonces la maquinaria central debe ser del orden de

109 My, por lo que los agujeros negros supermasivos son los tinicos candidatos plausibles
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como objetos acretantes en tales sistemas.

Este somero andlisis del limite de Eddington indica que, al menos para tasas de acre-
cién muy grandes, existen fuerzas adicionales a la gravedad que pueden ser importantes.
De hecho, en muchos de los sistemas fisicos reales, la materia que es acretada posee un
considerable momento angular por unidad de masa, el cual debe perderse mediante algin
mecanismo si la materia ha de ser acretada.

Con el fin de estudiar los procesos de acrecién de manera cuantitativa es necesario em-

plear una herramienta basica: la Mecdnica de Fluidos, la cual ocupa el siguiente apartado.

§1.3. Mecanica de fluidos

La Mecdnica de Fluidos es la rama de la Fisica que se dedica al estudio del movimiento
de fluidos (liquidos y gases). Los fenémenos estudiados son macroscopicos, por lo que un
fluido es considerado como un medio continuo. Esto significa que cualquier elemento de
fluido contiene una gran cantidad de particulas. Razén por la cual un elemento infinitesimal
de fluido significa fisicamente una seccién de fluido mucho méas pequena que la dimensién
caracteristica del fluido en cuestién.

La descripcién matematica del estado de un fluido en movimiento es mediante funcio-
nes que proporcionan la distribucién de la velocidad v = v(z,y,2,t) y dos cualesquiera
cantidades termodinamicas pertenecientes al fluido, tales como la presién p y la densidad
p. Todas las cantidades termodindmicas quedan completamente determinadas al conocer
el valor de dos cualesquiera de ellas, junto con la ecuacién de estado. Por lo tanto si se
conocen cinco cantidades, por ejemplo las tres componentes de la velocidad v, asi como la
presion p y la densidad p, el estado del fluido en movimiento esté totalmente determinado.

La velocidad v(z,y, z,t) del fluido en un punto (z,y, z) a un tiempo ¢ se refiere a puntos
que estan fijos en el espacio y no a particulas especificas del fluido que se mueven en el
tiempo. Esta observacion es también aplicable para la densidad y la presién.

Una de las ecuaciones fundamentales de la mecénica de fluidos es la ecuacion de con-
tinuidad, la cual describe la conservacién de la materia o masa.

Esta ecuacién se obtiene de la siguiente manera. Considérese un volumen fijo V4 del
espacio. La masa contenida en este volumen es [ pdV, donde la integral se toma a lo largo
del volumen V}. La masa de fluido que atraviesa por unidad de tiempo el elemento de drea
da es pv - da. Como el elemento de drea da apunta hacia afuera de la superficie, entonces

la cantidad pv - da es positiva si el fluido sale de la superficie y negativo, en caso contrario.
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Por lo tanto, la masa total de fluido que fluye hacia afuera del volumen V[ por unidad de

tiempo es

7{ pv - da. (1.5)

Esta integral se toma sobre una superficie cerrada que encierra al volumen en cuestién.

Por otro lado, el decremento en masa del fluido por unidad de tiempo en el volumen Vj es

d

— | PAV: (1.6)

Igualando las dos ecuaciones anteriores y reescribiendo la integral de superficie a una de

volumen mediante el teorema de la divergencia se tiene que

0
/ [—p +V- (pv)} dv = 0. (1.7)
ot
Como esta ecuacion es vélida para cualquier volumen, entonces el integrando tiene que ser
nulo, i.e.
Ip
—+ V- =0. 1.8
24T (pv) (18)

El vector j = pv se denomina densidad de flujo de masa y mide la cantidad de masa que
fluye por unidad de area ortogonal al vector velocidad por unidad de tiempo en direccién del
mismo. Esta ecuacion implica mas que simplemente la conservacion de la masa. Dado que
estd escrita en términos de una ecuacion diferencial parcial, esto implica que la velocidad
es continua, razon por la que es usualmente conocida como ecuaciéon de continuidad.
Otra ecuaciéon fundamental es la Ecuacion de Fuler, la cual estd basada en el principio
de Pascal: “la presion que se ejerce sobre una porcion de fluido es la misma en todas
direcciones y es perpendicular a la superficie sobre la cual actia”. Por tanto, la fuerza total

que actia sobre un volumen de fluido estd dada por

- fp da, (1.9)

la integral se toma sobre la superficie que encierra al volumen en cuestién. Al transformar

esta integral en una de volumen se obtiene

_j{pda:_/vpdv. (1.10)
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La ecuacién de movimiento del fluido se obtiene al igualar la fuerza —Vp que actiia sobre
cada elemento de volumen del fluido con la que actda sobre éste mismo de acuerdo a la

segunda ley de Newton, i.e.

dv
A v 1.11
P Vp (1.11)

La derivada dv/dt es la derivada material total o sustancial, la cual representa la taza
de cambio de la velocidad de una particula arbitraria de fluido conforme se mueve en el
espacio. Esta derivada debe ser expresada en términos de cantidades referidas a puntos
fijos en el espacio. Esto se logra al reconocer que el cambio dv en la velocidad de una
particula dada de fluido en el tiempo d¢ estd compuesta de dos partes: (a) el cambio en
la velocidad en un tiempo d¢ en una posicién fija (0v/0t)dt y (b) la diferencia entre las
velocidades (al mismo tiempo) de dos puntos separados una distancia dr, donde dr es la
distancia recorrida por la particula en cuestién en un tiempo d¢, i.e. ( dr-V)v. En resumen,
la diferencial de velocidad estd dada por
dv = %dt + (dr - V)v,

dividiendo esta relaciéon por dt se obtiene la derivada material de la velocidad

((ii_‘t/ = 68_‘1: (v-V)v, (1.12)
sustituyendo (1.12) en (1.11) se obtiene la ecuacién de movimiento del fluido, la cual fue

deducida por Leonard Euler en 1775,

4 (v-V)v=——. (1.13)

Adicionalmente, si cualquier fuerza f que actia sobre el fluido, ademés de las fuerzas
internas, es conservativa, tal como la gravedad, entonces ésta puede ser escrita en términos

del gradiente de una funcién escalar ¢ de tal forma que

f=-Vo¢.
Con esta consideracién, la ecuacién (1.13) toma la forma

ov _Vp
5 +(v-V)v = P V. (1.14)
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Al deducir esta ecuacién, no se consideraron procesos de disipacién de energia, debidos a
la friccién entre las distintas particulas del fluido durante su movimiento (viscosidad), o
bien debidos a la transferencia de calor entre las distintas partes del fluido (conductividad
térmica). Este tipo de fluidos, en los cuales la viscosidad y la conductividad térmica son

despreciados, se denominan ideales.

En un movimiento adiabatico la entropia de la particula permanece constante conforme
ésta se mueve en el espacio. Si s es la entropia por unidad de masa, entonces la condicién

de movimiento adiabatico estd dada por

ds Os

—=—+4(v-V)s=0. 1.15

-tV (1.15)
Un fluido cuya entropia permanece constante en cualquier punto del mismo se denomina

isentroépico.

Por otro lado, un fluido estacionario es aquél en el que el campo de velocidades no
depende explicitamente del tiempo, es decir, dv/dt = 0. De aqui se sigue que un fluido

estacionario es aquél que satisface 9/0t = 0 (Landau & Lifshitz, 1995).

En lo subsecuente se utilizara el concepto de lineas de corriente. Estas lineas son tales
que sus tangentes son paralelas al campo de velocidad en todo punto y, por tanto, estan

determinado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

de _dy _dz

(1.16)
Ve Uy U

en donde v, ,v, y v, representan las componentes z,y, z de la velocidad de las particulas,
respectivamente. En un flujo estacionario, las lineas de corriente no varian con el tiempo
y coinciden con las trayectorias de las particulas. En un flujo no-estacionario, el vector
velocidad cambia tanto su magnitud como su direcciéon en un punto dado con el tiempo,
por lo que resulta 1til considerar iinicamente las lineas de corrientes instantaneas en este

Caso.

Por otra parte, usando la identidad

(V'V)V:v<%v-v>—VA(V/\V):V<%V'V>—V/\V/\V,

la ecuacién (1.14) toma la forma
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ov 1 _Vp

Por otro lado, la segunda ley de la Termodinamica esta dada por

1
de =Tds — pd <—> , (1.18)
p

donde ¢ es la energia interna especifica (i.e. energia interna por unidad de masa), s es la
entropia especifica, 1/p es el volumen especifico, T' es la temperatura y p es la presién del
sistema en consideracion.

La ecuacién (1.18) puede escribirse como

1
dw =Tds + <—> dp, (1.19)
p

donde w =€ + p/p es la entalpia por unidad de masa del sistema.
Considérese ahora que el fluido es adiabatico, entonces con base en la ecuacién (1.19),

la relacién (1.17) toma la forma

E;—Z—FV(%v-v)—v/\V/\v:—Vw—ng. (1.20)

Al tomar el producto escalar entre la ecuacién (1.20) y el vector v se obtiene

Lov? 1
5% v VvZ = —v.-V(w+ o). (1.21)

Suponiendo ahora que el flujo es estacionario, la ecuacién (1.21) puede ser escrita como

—v-V{%v2 +w+ ¢} =0. (1.22)

Como v - V es la derivada en la direccién v, la cantidad

1
§v2 + w + ¢ = const. (1.23)

La constante que aparece en el lado derecho de la ecuaciéon toma distintos valores para
cada linea de corriente.
Adicionalmente, como el flujo es adiabético se tiene que w = [ dp/p. De esta relacién

se sigue que la ecuacién (1.23) toma la forma
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1 d
§V2 + / L, ¢ = const. (1.24)
p

Este importante resultado fue obtenido primeramente por Daniel Bernoulli en 1738 para
un fluido incompresible, razén por la cual recibe el nombre de Ecuacion de Bernoulli o
Ley de Bernoulli. Debe ser claro que esta ecuacion es valida dnicamente para un flujo
estacionario en el que los procesos de disipacién de energia son despreciados y en el cual

sOlo actuan fuerzas conservativas.

§1.4. Acrecion esférica de Bondi

Considérese una estrella de masa M que acreta con simetria esférica de una enorme
nube de gas. Esta seria una buena aproximacién para el caso de una estrella recién formada
que acreta gas de su nube progenitora, siempre y cuando el momento angular, el campo
de fuerza magnético y el movimiento de bulto del gas interestelar puedan ser despreciados
con respecto a los valores correspondientes de la estrella.

El problema de acrecién de gas por una estrella en movimiento relativo con respecto
a una nube de gas fue considerado primeramente por Hoyle y Lyttleton (1939) y poste-
riormente por Bondi y Hoyle (1944) (Edgar, 2004). El caso presentado a continuacién fue
resuelto por Bondi (1952) y corresponde al de una estrella que acreta gas permaneciendo
en reposo dentro de la nube de gas.

Este modelo predice la tasa de acrecién estacionaria M sobre la estrella considerada
dadas las condiciones de densidad po, y temperatura T, en regiones del gas alejadas
de la estrella, asi como condiciones de frontera en su superficie. Para tratar el problema
matematicamente se escogen coordenadas esféricas (r, 6, ¢) con el origen en el centro de la
estrella. Las cantidades fisicas del fluido son independientes de las variables angulares 6, ¢
debido a la simetria del problema. La estrella se considera como una masa puntual pues
su radio es mucho menor al radio de la nube esférica de gas. La velocidad tiene solamente
la componente radial v, = v. El signo de ésta se toma negativo para considerar material
acretado y no un viento estelar. Para un flujo estacionario la ecuacién de continuidad (1.8)
toma la forma

1d
2 (r2pv) =0, (1.25)

y por tanto r2pv = const. Como p(—v) es el flujo de materia acretado, entonces la constante
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obtenida debe estar relacionada con la tasa de acrecién M. De hecho, como M = S r2pv da

con da el elemento de drea, se sigue que por la simetria del modelo

dmrplv| = M. (1.26)

Como r2pv = const., entonces M = 47r?p|v| también es constante.

La componente radial de la ecuacién de Euler (1.17) toma la forma

d 1d GM
v+__p _

— 0. 1.27
Vdr pdr r2 ( )

Si el gas obedece una ecuacién politrépica dada por
pocp”, (1.28)

entonces es posible tratar de manera aproximada los casos de acrecién isotérmica (k = 1) y
adiabdtica (k = 5/3) simultdneamente. Por ejemplo, la aproximacién adiabética es vélida
cuando las escalas de tiempo para el calentamiento y enfriamiento significativo del gas son
largas comparadas con el tiempo empleado por un elemento de gas en caer a la estrella. En
realidad, ninguna de las aproximaciones es absolutamente satisfecha, por lo que el estudio
es valido cuando 1 < k < 5/3.

Para obtener informacion sin necesidad de hacer un tratamiento matematico sofisticado,

noétese que

(%) d_ a0

dr dp ), dr Sdr

donde ¢ representa la velocidad adiabética del sonido. Al sustituir esta relaciéon y (1.25)

en (1.27) se obtiene
1 e Ay _GM 1 267 (1.29)
2 v? ) dr 2 GM |’ '

2
]

Suficientemente lejos de la estrella, el factor [1 —22r/GM ] debe ser negativo, ya que ¢

2
8007

se
aproxima a un valor asintético ¢S, el cual esta relacionado con el valor de la temperatura
lejos de la estrella, a medida que 7 crece sin limite. Esto implica que para r suficientemente
grande el lado derecho de (1.29) debe ser positivo. En el lado izquierdo, el factor dv?/dr
debe ser negativo, pues se desea que el gas que esta en reposo lejos de la estrella se acelere

cuando se aproxime a ésta. Estas dos condiciones son compatibles tinicamente si para r
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suficientemente grande el flujo es subsénico, i.e.

v? < 2. (1.30)

Este resultado es por demads razonable ya que el gas no tiene temperatura cero, por lo que
la velocidad del sonido lejos de la estrella tampoco es nulo. Conforme el gas se aproxima a
la estrella, el factor [1 —2c2r/GM ] tiende a crecer. Eventualmente es cero, a menos que
exista una manera de incrementar ¢? calentando el gas. Esto es muy improbable, ya que

este factor se anula a un radio

GM T(r)\ ' M
= ~ 7.5X10 > — km. 1.31
s (1041( M, (1.31)

Para valores tipicos de M y T, el orden de magnitud de rs = 7.5X10'° km es mucho mayor
que el radio R, de cualquier objeto estelar (R, < 10°km) por lo que se necesitarian tem-
peraturas excesivamente elevadas para que rs < Ry, temperaturas que podrian alcanzarse

en una onda de choque estacionaria cercana a la superficie estelar.

Es posible hacer otro anélisis de los signos en la ecuacién (1.29) para r < rg, obte-

niéndose que el flujo debe ser supersénico cerca de la estrella, i.e.

v? > 2. (1.32)

S

Esta ecuacién funge también como una condicién de frontera en la superficie de la estrella,

la cual es necesaria para especificar el problema correctamente.

Por otro lado, la existencia del punto rg que satisface la ecuacién (1.31) es de gran
utilidad para caracterizar el flujo de acrecién. La consecuencia matemaética directa es que

en r = 75 el lado izquierdo de (1.29) debe anularse, i.e.

9 d

0 5(112) =0, (1.33)

Todas las soluciones de (1.29) pueden clasificarse por su comportamiento en rg dado por

(1.33), ademds del comportamiento exhibido para r suficientemente grande.

De todas las posibles soluciones, la que satisface las condiciones requeridas es (Frank
et al., 2002)
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v2(rs) = 2(rs), v* — 0 conforme r — oo (v < 2,1 >rg;0? < <7y).

La condicién (1.33) del punto sénico permite relacionar la tasa de acrecién M con las
condiciones a infinito. La manera de lograrlo es tomando la ecuacién de Bernoulli (1.24)

para un gas politrépico (cf. ecuacién (1.28)), lo que conduce a la ecuacién

GM c2

2
) Kr _
— Pl 22T — const. = —2

2+/<c—1p r k—1

Como las ecuaciones (1.31) y (1.33) implican que v*(rg) = ¢*(rs) y GM/rs = 2¢2(ry), la

ecuacién de Bernoulli toma la forma

RLE:
= . 1.34
N (1.3)
La taza de acrecién M se obtiene de la ecuacién (1.26) y por tanto
M = 4rr?(—v) = 4nr2p(rs)cs(s). (1.35)

2

2 o p*~1 y sustituyendo la ecuacién (1.34) en (1.35) se obtiene el

Empleando la relacién c

valor de la acrecién en términos de las condiciones en infinito

M = 7TG2M2—gOO
C
s o0

9 7(-38)/2(x~1)
[ ] . (1.36)

5 — 3K
Esta ecuacién indica que es muy poco probable observar acrecion del medio interestelar,
pues al tomar valores tipicos de oo = 10 km 571, pos = 10?7 Kg m—3, lo que equivale a una
temperatura aproximada de 10 K y un niimero de densidad cercano a una particula por
centimetro cuibico, la luminosidad obtenida, atin en el caso extremo de acreciéon sobre una

0%* W. A una distancia tipica de 1 kpc esto corresponde

estrella de neutrones, es Lac. ~ 1
a un flujo demasiado débil para ser detectado.

El modelo de acrecion esférica de Bondi muestra que la tasa de acrecién estacionaria
M esté determinada por condiciones de ambiente en infinito (1.36) y por una condicién de
frontera o superficie dada por la ecuacién (1.32). Ademsés, la acrecién del medio interestelar
por estrellas aisladas arroja un valor M muy pequefio para tener alguna relevancia obser-

vacional. Por otro lado, un flujo de acrecién estacionario con M mayor o igual al obtenido
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en la ecuacién (1.36) debe tener un punto sénico, i.e. la velocidad del material acretado

debe alcanzar un valor supersénico cerca de la superficie estelar.



Capitulo 2

Modelo de acrecion de Ulrich

§2.1. Introduccion

Ulrich (1976) modificé el modelo de acrecién axisimétrico de Bondi (1952) al considerar
una nube que posee un pequenno momento angular. La nube rota alrededor de un eje sobre el
cual se encuentra la estrella central. En este modelo, las variables que describen el proceso
de acrecién tienen simetria cilindrica, i.e. no dependen explicitamente del angulo azimutal
¢ (Ulrich, 1976).

El modelo consiste en considerar una estrella o cualquier otro objeto central de masa
M, la cual estd embebida en una nube de gas de extension infinita. Lejos de la estrella, la
presion poo, la densidad pso, y la velocidad del sonido ¢y tienen valores uniformemente
constantes. La nube rota alrededor del eje z como un cuerpo rigido de tal manera que su
momento angular especifico h tiene un valor ho, suficientemente lejos del eje. El proceso
de acrecién es estacionario y suficientemente lento de manera tal que la masa M puede
considerarse constante. Adicionalmente, se supone que el flujo ha alcanzado un estado

estacionario y obedece la relacién politrépica (cf. ecuacién (1.28))

-2y

donde p y p representan la presién y la densidad del gas respectivamente, y s es el indice
politrépico.
Como se mostré en la seccién §1.4, la tasa de acrecién M en el modelo de Bondi es

constante. Esto se debe a que la masa del objeto central es mucho mayor que la masa



26 2. MODELO DE ACRECION DE ULRICH

contenida en una esfera de radio r, donde r es la distancia del centro de la estrella a
una particula arbitraria del fluido. De esta manera la autogravedad del gas puede ser
despreciada con respecto a la gravedad del objeto central.

Este modelo esta caracterizado por los siguientes parametros: la constante gravitacional
G, el radio del objeto central rg, y las constantes hoo, M, poo, Poo, Csco ¥ K- A partir de

éstos, se pueden construir las siguientes cantidades adimensionales (Mendoza et al., 2004):

2 2
T0 Coo0 hoo Csso Poo
=T € (GM)’ o C2 (22)

En el modelo de Bondi, r. = GM/c? corresponde aproximadamente a la distancia en la
que las particulas del fluido alcanzan la velocidad del sonido. Esto implica que si § < 1 el
radio del objeto central es pequeno con respecto a esta distancia.

Por otro lado, € es aproximadamente el cociente entre la fuerza gravitacional y la
centrifuga de una particula de fluido evaluado en la posicién r.. Debido a que el momento
angular del flujo de acrecién debe conservarse, entonces debe cumplirse que a partir de
cierto momento la fuerza centrifuga ~ h?/r3 se equilibre con la fuerza gravitacional GM /r2.
Este equilibrio se alcanza en el punto rq = er¢, en el cual un disco de radio rq se forma en

el plano ecuatorial.

§2.2. Cinematica del modelo

Considérese una particula con angulo polar inicial 6y y cuya velocidad angular alrededor
del eje de rotacion es ¢g. Como los gradientes de presién y las variaciones en energia interna
a lo largo de las lineas de corriente del flujo de acrecién dentro de la esfera de radio r,
tienen una influencia despreciable en las ecuaciones de energia y momento, las lineas de
corriente pueden tomarse como balisticas. Inclusive, si la masa del disco mq es pequena
comparada con la del objeto central entonces la trayectoria de una particula de fluido puede
ser modelada con un potencial central newtoniano.

La diferencia entre la energfa total y la cinética mas la potencial de un elemento de
fluido es pequena cerca el disco de acrecién. Esto es cierto para valores pequenos de energia
cinética de rotacién y cuando el calentamiento debido a procesos de radiacién es despre-
ciable. De esta manera las trayectorias de las particulas cerca del disco son parabdlicas,

l.e.
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1, GM
= vV — — =
2 T

donde F es la energia por unidad de masa de un elemento de fluido cerca del disco. Cuando

E 0, (2.3)

las particulas llegan al plano # = 7/2, i.e. al plano ecuatorial, éstas empiezan a mezclarse
con el disco, razén por la cual sdlo se consideran las lineas de corriente aguas arriba del
disco.
Sea « el angulo medido respecto al nicleo estelar entre la posicion inicial de la particula
y su posicién en r. La ecuacién que relaciona a r con «a estd dada por (Landau & Lifshitz,
1994b)
p h?

r=-———  con p:—GM,

— 2.4
1—cosa’ (2:4)

donde p representa el latus rectum de la parabola.
Como el momento angular h perpendicular al plano de la 6rbita esta relacionado con

el momento angular de la particula en infinito h., mediante la relacién

h = heo sin 6y, (2.5)
entonces el latus rectum de la érbita cumple que

2

hs, . .
= G?\} sin? 0y = rq sin® 6. (2.6)

Por otro lado, la geometria del modelo permite relacionar el dngulo « con los dngulos

b

polares 6 y 6y mediante la identidad

cos 6 = cos 6y cos a. (2.7)

Esta relacién permite encontrar la ecuacién de las orbitas de las particulas, asi como el
campo de velocidades y la densidad del flujo de acrecion. Estas ecuaciones pueden escribirse
en términos de cantidades adimensionales mediante las siguientes relaciones

r Vi . p

— T, — U (,L =T, 97 ¢)7 — — 0 (28)

Td Vg Po

donde la velocidad natural v;' v la densidad pg estén definidas por

 Esta velocidad corresponde a la de una particula que rota alrededor de un eje describiendo una tra-
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M M /2
PO = Wu Vg = <E> .

Las soluciones analiticas para las lineas de corriente, el campo de velocidad v; (i = r,0,¢)

y la densidad p para un flujo de acrecién con rotacién estdn dadas por (Mendoza et al.,
2004)

sin2 90
= 2.
" 1 —cosf/cosby’ (29)
g\ 1/2
v, = =172 (1 N CC;S@()) ’ (2.10)
1/2
_—1/2€08 0p — cos O cos 6
vg =T By 1+ P , (2.11)
. 1/2
_ 1280 Oo ([, cosb
Ve =T sin 6 <1 cos Oy ’ (2.12)
_3/2 COSH _1/2 —1 —1
p=r 1+ P {1+ 2r " Ps(cosby)} . (2.13)

En esta iltima relacién, la cantidad P5(x) representa al polinomio de Legendre de segundo

orden dado por

Py(x) = (3cos? x —1)/2.

El angulo 6y es una etiqueta para cada una de las lineas de corriente. De hecho, para
cada 6y hay una sola linea de corriente debido a que éstas no se intersectan. La Figura 2.1
muestra una proyeccién de las lineas de corriente para ¢ = const. Adicionalmente, cuando
0y — 0, las componentes polar y azimutal de la velocidad se anulan, lo cual implica que
las lineas de corriente son paralelas al eje de rotacion.

En cualquier punto (r,6), la ecuacién (2.9) debe ser resuelta para fy. Solo entonces
podré encontrarse el campo de velocidades y la densidad a partir de las ecuaciones (2.9)—

(2.13). Como se menciond anteriormente, las inicas soluciones a considerar corresponden

yectoria circular de radio rq bajo la influencia de un campo central newtoniano.
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a las lineas de corriente aguas arriba del disco, i.e. cuando sinf y sinfy tienen el mismo

signo. Adicionalmente, la ecuacién (2.9) puede reescribirse como

cos® B + cos fp(r — 1) — rcosf = 0, (2.14)

cuya solucién es (cf. Apéndice A)

(cos 9)1/3, sir=1,
2 (r;?)l)l/2 sinh {%arcsinh <ﬁ> } ,sir>1,
3
costy =
0 Q(T_?)l)l/?cosh{%arccosh _rcosf _ }’ sir<ly (%)2_ (1:))1)3>07
r—1
3

2(457)%"

2 (’”7 )1/2 cos {%acos <72(’;C25)§/2> }, sir<ly (—7"‘3‘2359)2 — (%)3 < 0.

3

Este conjunto de soluciones junto con las ecuaciones (2.9)—(2.13) dan la solucién completa
del campo de velocidades y la densidad como funciones del dngulo polar 6 y la coordenada
radial r.

Por otro lado, la relacién (2.14) puede reescribirse como

cos by | y_, ;= O —7)(1 — )2, (2.15)
2
60590:1—%< :_2>,sir 0, (2.16)
T

donde ©(y) es la funcién escalén de Heaviside cuyo valor es 1 si x > 0y es nula si x < 0.

Al sustituir las dos relaciones anteriores en (2.13) se tiene que

p(0=0)=2r)"2(r+2)"L. (2.17)

Este par de ecuaciones indican que: (a) hay una acumulacién de gas acretado alrededor del
objeto central, ya que conforme r tiende a cero la densidad diverge, independientemente
del valor de 0,y (b) en r =1, § = w/2, i.e. en el borde del disco, la densidad también

diverge. Este dltimo comportamiento se debe a efectos de borde pues se ha considerado un
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1.5 T T T T T
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Figura 2.1: La figura, que corresponde a una proyeccién del plano azimutal ¢ = const.,
muestra lineas de corriente producidas por la atraccién gravitacional hacia un objeto
estelar que se encuentra en el origen de coordenadas. Dicho objeto estd embebido en una
nube de gas de dimensiones infinitas, la cual posee un momento angular especifico alrededor
del eje z dado por ho < 1. Las lineas de corriente colisionan con su contraparte simétrica
en el plano zy de manera tal que la componente de la velocidad en direccion ortogonal al
plano se termaliza. Las particulas quedan rotando alrededor del eje z por conservaciéon de
momento angular formando un disco de acrecién. En la figura las distancias estan medidas
en unidades del radio del disco 74 y la coordenada R = z2 + 2.

disco infinitamente delgado.



§2.2. CINEMATICA DEL MODELO

31

T T T 1 1.5
- 4 1
— - 0.5
= J0 =z
— — -0.5
. 4.1
I R R B 15

Figura 2.2: Las lineas representan isocontornos de densidad del flujo de acrecién corres-
pondientes a una proyeccién del plano azimutal ¢ = const., cuyos valores estdn dados por
p/po=0.1,0.6, 1.1, 1.6, 2.1, 2.6. Las distancias estdn medidas en unidades del radio del
disco r4. Esta figura muestra que las particulas se acumulan en 7 = 1 y 7 = 0 al caer sobre
el plano ecuatorial.






Capitulo 3

Acrecion relativista

§3.1. Mecanica de fluidos relativista

Existen dos razones por las cuales es necesario formular una version relativista de la
Mecanica de fluidos:(a) la velocidad del flujo macroscépico es comparable con la de la luz
y, (b) el movimiento microscépico de las particulas es suficientemente grande de tal manera
que las ecuaciones de la dindmica de fluidos son considerablemente modificadas (Landau
& Lifshitz, 1995).

Con el fin de derivar las ecuaciones fundamentales de la mecénica de fluidos es necesario
establecer la forma del 4-tensor de energfa-momento 7*? para un fluido en movimiento. "
Este tensor tiene las siguientes propiedades (Landau & Lifshitz, 1994a): T = —Tyg es la
densidad de energfa, 7% /c = Tp, /c es la a—ésima componente de la densidad de momento;
T = T, es el tensor de densidad de flujo de momento. Finalmente, el 3-vector de densidad
de flujo de energia estd dada por cTp,.

El flujo de momento a través de un elemento de drea da sobre la superficie de un cuerpo
es justamente la fuerza que actiia sobre éste. Por lo tanto T%day, es la a—ésima componente
de la fuerza que actia sobre el elemento de superficie. Considérese ahora un elemento de
volumen en su sistema local en reposo, i.e. en el sistema de laboratorio. En este sistema de

referencia la ley de Pascal es vélida. Por lo tanto es posible escribir T%day, = pda,.

 La notacién por ser usada de ahora en adelante es la siguiente: indices y subindices griegos (a, £,
etc.) toman valores 0, 1, 2, 3. La coordenada 2° = ct es la coordenada temporal. La velocidad de la luz
estd representada por c. Las coordenadas espaciales son ¢! = z, 2 = y, 2> = 2. Los indices y subindices
latinos toman valores 1, 2, 3 y corresponden a las coordenadas espaciales. La métrica de Minkowski g,.
corresponde al tensor métrico con componentes goo = —1, 911 = go2 = g33 = 1, gij; = i 5.
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Las componentes 7% que corresponden a la densidad de momento son nulas en el

sistema local en reposo. La componente 7% es la densidad de energfa interna propia e del
fluido.

Como la 4-velocidad unitaria u® satisface que en el sistema local en reposo u® = 1, u¥ =
0, entonces 7% toma la forma (cf. Landau & Lifshitz (1995))
T = wuuP — pg®?, (3.1)

donde

w=e+D, (3.2)

y w es la entalpia por unidad de volumen. Con estas consideraciones es posible deducir las
ecuaciones de movimiento de la mecanica de fluidos. Estas ecuaciones estdn determinadas

por el hecho de la nulidad en la divergencia del tensor de energia—momento, i.e.

o
8Tﬂ
ox®

Esta ecuacion contiene las leyes de conservacién de energia y momento para el sistema

= 0. (3.3)

fisico al cual pertenece T®%. Para obtener las ecuaciones de movimiento del fluido, se
emplea el tensor de energia—momento dado por (3.1). Debido a que en el tensor de energia—
momento no se estan considerando efectos disipativos, las ecuaciones que de éste se deriven
corresponden a un fluido ideal relativista. La ecuacién de conservacién del ntmero de

particulas en hidrodindmica estd dada por (Landau & Lifshitz, 1995)

onu®

ox®

en donde n® = nu® es el 4—vector de flujo de particulas y n es un escalar que corresponde

= 0. (3.4)

a la densidad propia del niimero de particulas.

Por otra parte, un tensor ortogonal a u® es d3 — uqu”, pues la contraccién de ambos

es nula. Por tanto, proyectando (3.3) en la direccién de este tensor se obtiene

oT," o1,
e U 5y 0. (3.5)

Sustitucién directa del tensor de energia—momento (3.1) en esta ecuacién implica
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WDy O 0p

= UpU .
ox®  oOxN T oxe

Las tres componentes espaciales de esta ecuaciéon son la generalizacién relativista de la

(3.6)

ecuacion de Euler. Por otro lado, la segunda ley de la termodinamica estd dada por
w o 1
d (—) —Td (—) +2dp (3.7)
n n n
donde T' es la temperatura, o la entropia por unidad de volumen y 1/n el volumen por

particula. Para un flujo adiabatico d (¢/n) = 0, y por lo tanto la ecuacién (3.6) toma la

forma

g () = 3 (3): 8

Si adicionalmente el flujo es estacionario entonces las componentes espaciales de la ecuacion

(3.8) estan dadas por

~v(v - grad) (fyw%) + c*grad (%) =0. (3.9)

Al multiplicar escalarmente esta ecuacién por v se obtiene que (v - grad)(yw/n) = 0. Por

lo tanto, a lo largo de cualquier linea de corriente se tiene que

Vg = const. (3.10)
n

Esta ecuacion es la generalizacion relativista de la Fcuacion de Bernoulli. Para ¢ —
00, w/n = mc® + Mwnonr y v = 1 + v2/2¢%, donde wpenr es la entalpia por unidad de
masa. De aqui que esta ecuacién converge a v?/2+w = const., i.e. la versién no-relativista

y libre de fuerzas externas de la ecuacién de Bernoulli (cf. ecuacién (1.23)).

§3.2. Ecuacion de Bernoulli en presencia de campos gravi-

tacionales intensos

Las ecuaciones bésicas de movimiento en presencia de campos gravitacionales intensos

son la conservacién de flujo de masa y energia dadas por (Landau & Lifshitz, 1994a)

n% =0, Tg,=0, (3.11)
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donde (;) denota la derivada covariante (Wald, 1984). Al considerar un flujo estacionario

y esféricamente simétrico estas ecuaciones toman la forma (Michel, 1972)

d

S rvE) =0, S (1) =0 (3.12)

Integrando estas ecuaciones para el caso de un fluido perfecto se tiene que

nU=g=C1,  (p+e)loUV—g=Cs, (3.13)

donde Cy, C4 son constantes, n es la densidad propia, (i.e. la que observada al moverse con
el fluido), p es la presién propia, y e es la densidad de energia propia total, U" = dr/ds y
Uy = e’dt/ds.

Considerando la métrica de Schwarzschild

ds® = e’dt? — erdr? — 2 (d02 + sin? 9dg02) , (3.14)

2.4

donde el determinante de la métrica g = —c?r*sin? fe¥ ™

v las cantidades e = e N =

1 —2m/r, con m := GM/c?* donde M es la masa del objeto compacto. Las coordenadas

temporales, radiales, polares y azimutales estan dadas por t,r, 6, p, respectivamente.
Considerando esta métrica las ecuaciones de conservacién toman la forma
nur? = Cj, (3.15)

al dividir las ecuaciones (3.13) y elevar al cuadrado se obtiene

<p:;e>2 <1_ 27m+“2) _ (%)2 N (3.16)

donde w = U"/c. Esta ecuacién es la integral de Bernoulli en un espacio-tiempo de
Schwarzschild.

A continuacién se presenta una manera alternativa de deducir la ecuaciéon de Bernoulli

en presencia de campos gravitacionales intensos.

La ecuacién de Euler en presencia de campos gravitacionales intensos estd dada por
(Landau & Lifshitz, 1994a)

oxP B oxa

[e%

wutug o = (3.17)
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En el caso de un espacio-tiempo estacionario, el tensor métrico satisface go, = 0, por lo
tanto ug = goguﬁ = goou'. Por otro lado, u° = Y/v/Gogr COD Y = (1 — V2/C2)_1/2, donde
v® = dx®/dr, con 7 el tiempo propio (Landau & Lifshitz, 1994a). De lo anterior se sigue

que

U0 = /907 (3.18)

Si ahora se considera que el flujo es adiabatico, entonces con la ayuda de la segunda ley de

la Termodindmica (cf. ecuacién (3.7)) la ecuacién (3.17) toma la forma

uo‘a;za (%un) = % (%) + %uau(;Fia, (3.19)

donde Fga representa los simbolos de Christoffel (cf. Apéndice C). La componente temporal

de esta ecuacion es (cf. Apéndice C)

v w Cw (o 000900 o 09900

Con esto y utilizando la ecuacién (3.18) se obtiene que

7% R (%7\@00 —0. (3.21)

Esta ecuacién implica quef

E’y\/§00 = const., (3.22)
n

a lo largo de cada linea de corriente. Esta ecuacién es la generalizacién de la ecuacion de
Bernoulli en presencia de campos gravitacionales intensos. De hecho, esta ecuacién puede

ser reescrita de la siguiente manera usando (3.18):

Euo = const., (3.23)
n

a lo largo de cada linea de corriente. Esta ecuacion tiene una aplicacién directa en procesos
de acrecion relativista sobre objetos compactos. Es, de hecho, la contraparte de la ecuacién

de Bernoulli que Bondi emple6 para obtener la fisica del proceso de acrecion esféricamente

T La derivacién de esta ecuacién fue primeramente obtenida por Sergio Mendoza en 1997 y nunca
publicada pues se considero trivial de obtener.
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simétrico y estacionario. Tal como se mostro en el la seccién §1.4, las leyes fundamentales a
partir de las cuales se puede hacer un estudio cualitativo del proceso de acrecién son: la ley
de conservacion del nimero de particulas y la ecuacion de Bernoulli o ley de conservacién
de energia.

Es necesario recalcar que la ecuacién de Bernoulli obtenida aplica para campos gravi-
tacionales estaticos, tales como el espacio descrito por la métrica de Schwarzschild. Por lo
tanto, al contar con la ecuacién de Bernoulli (3.22) en presencia de campos gravitacionales
intensos y la ley de conservacién de particulas (3.11) en su versién covariante, se estd en
posibilidad de estudiar un proceso de acrecion esféricamente simétrico y estacionario sobre
un objeto compacto, tal como un agujero negro de Schwarzschild, en el limite en que la

masa acretada es despreciable con respecto a la masa original del objeto central.

§3.3. El rol de la ecuacion de Bernoulli en la astrofisica

relativista

A continuacién se muestra la manera de aplicar la Ecuacién de Bernoulli junto con la
ecuacién de conservaciéon del nimero de particulas para obtener la fisica del proceso de

acrecion estacionario esférico sobre un agujero negro de Schwarzschild.

En el espacio descrito por la métrica de Schwarzschild (cf. ecuacién (3.14)) se tiene que

1/2
uo = <1 - QTm + u2> . (3.24)

Por lo tanto, la ecuacién de Bernouli (3.23) toma la forma

w 2m 1/2
— <1 - —+ u2> = const., (3.25)
n T

en donde la constante es distinta para cada linea de corriente.

Bajo la suposiciéon de un flujo de acrecién estacionario y esféricamente simétrico se

tiene que las ecuaciones de conservacion son

nur? = const., (3.26)
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2
2
<p i 6) <1 -y u2> = const. (3.27)

n r

La densidad de energia e incluye no solamente a la energia interna propia del gas, sino

también a la densidad de energfa en reposo nc® del mismo, i.e.

e=nct+e (3.28)

Los puntos criticos asociados a las ecuaciones (3.26) y (3.27) se obtienen diferenciando

ambas ecuaciones y eliminando dn de éstas para asi obtener

dr m du u?
oy _ 2 _ = 2
r v r(1—2m/r+u2)} + U [V (I —=2m/r +u?) 0, (3.29)

en donde

d1
2. 4l te) (3.30)
d Inn

El punto critico ocurre cuando ambos corchetes en la igualdad (3.29) son iguales a cero, es
decir,
2 _ M 2 u

SRLCR 7 S 3.31
Yoo e T 1342 (3.31)

Tal punto corresponde a material cayendo o saliendo del objeto compacto con velocidad
monotonamente creciente a lo largo de la trayectoria de las particulas. Es claro que no
existe solucién fisica si u2 > 1/3. Esta restriccién implica que el punto critico siempre
estd fuera de un objeto totalmente colapsado cuya frontera estd dada por r — 2m.

En el caso de un gas politrépico (1.28), la entalpia por unidad de volumen esta dada

por

K
-1

Definase ahora a la ‘temperatura’ T' mediante la siguiente relacién

w=pt+e=——p. (3.32)

T :=pn~ L (3.33)

Con ayuda de estas dos tltimas relaciones y la ecuacién (1.28), las ecuaciones (3.26) y

(3.27) toman la forma
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T ur? = Cy, (3.34)
2
[1+(1+n)T)? <1 - Tm + u2> = Oy, (3.35)
en donde
s (I+4+n)T
Vi= n[l+ (1+n)]’ (3:36)

y el indice politropico n satisface la relacion

n=1/(k—1). (3.37)

Las cantidades C; y Cq son constantes.

Considerando ahora un gas ultra-relativista para el cual K = 4/3, dados r. y u. es
posible conocer T, y por ende C7 y Cs. Por lo tanto, conforme » — oo es posible determinar
Too ¥ Uoo asi como Tg y us en r = rg > 2m, con 74 el radio critico (cf. seccién §1.4). Este
procedimiento es idéntico al que Bondi empled, i.e. expresar las condiciones en la superficie
del objeto compacto en términos de las condiciones a infinito.

Lejos del origen se espera que u, = 0 y que la temperatura del medio externo T, # 0.

Por lo tanto,

. (1 — 3“3)3 2
Ci =1+ 8T, y también Com —>—5 =1+ 3u.. (3.38)
(1 —6u?)
Ademas,
3u? 9
4T, = - gug ~ 3ug, (3.39)
de donde se sigue que
T. =2T,. (3.40)
Al conocer la relacion entre T, y T, se obtiene Co
3(6 1/2
Co = T3u.r? = (6) T3/2m?, (3.41)

16
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Estas ecuaciones indican que las constantes de integracion quedan determinadas en térmi-
nos de T,. Por otro lado, en la superficie observable del objeto compacto es posible suponer,
a primera aproximacién, que la temperatura Ty < 1, y por lo tanto u2? ~ 2m/rs. De esta

manera, la ecuacién (3.41) implica que

1/2 2/3
T, = 3 e <T> . (3.42)

(e}
4 Ts

La densidad n queda determinada mediante la relaciéon politrépica y esta dada por

% - (%)3 (3.43)

Esta serie de resultados fueron obtenidos previamente por Michel (1972), quien resolvi6 di-
rectamente las ecuaciones de la hidrodindmica relativista (cf. ecuacién (3.11)) y no la
ecuacién de Bernoulli (3.22). De hecho, la ecuacién (3.22) representa directamente la com-

ponente temporal de la ecuaciéon T aaﬁ = 0.






Capitulo 4

Acrecion relativista con rotacion

Este capitulo muestra que es posible hacer una generalizacion relativista del modelo de
acrecién de Ulrich al considerar un espacio—tiempo descrito por la métrica de Schwarzs-
child. Esto es de utilidad inmediata en procesos de acrecién con rotacién sobre objetos
compactos, e.g. enanas blancas y estrellas de neutrones, y sobre todo en agujeros negros de
Schwarzschild. Se mostrard también que el modelo analitico propuesto converge al modelo
de Ulrich para el caso 7 > 7,4, asf como al modelo de Michel cuando la nube de gas que

rodea al agujero negro no tiene momento angular inicial.

§4.1. Mecanica celeste en relatividad general

Las ecuaciones de Einstein que gobiernan la geometria del espacio tiempo estan dadas

por

1 8t
Gaﬁ = Raﬁ — §gaﬁR = —7Taﬁ, (41)

donde G es el tensor de Einstein, R,g es el tensor de Riemann, R es el escalar de Ricci
(Chandrasekhar, 1983) y G es la constante gravitacional.

En el vacio, regiones donde T,,3 = 0, las ecuaciones de Einstein se reducen a

Gop =0, o equivalentemente R,z = 0. (4.2)

Las ecuaciones de Einstein determinan los diez coeficientes del tensor métrico g3 dadas las

condiciones iniciales y de frontera del problema en cuestion. La propiedad mas importante
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del tensor de Einstein es que su 4-divergencia es nula

5 =0, (4.3)

esta ecuacion tiene un indice libre por lo que cualquier solucién de las ecuaciones de Eins-
tein debe involucrar cuatro funciones arbitrarias. La libertad que se tiene al elegir estas
funciones se denomina [libertad de norma y le da un cardcter de ‘covariancia general” a la
teoria. Esta libertad de norma permite imponer cuatro ‘condiciones coordenadas’ sobre la
métrica. En el vacio, el niumero de identidades de Bianchi se reducen de 20 a 16, dado que
cuatro de las identidades incluidas en (4.3) son idénticamente satisfechas en virtud de la
ecuacién de campo (4.2) (Chandrasekhar, 1983).

La métrica de Schwarzschild es una solucién estatica y esféricamente simétrica para
las ecuaciones de Einstein en el vacio (Landau & Lifshitz, 1994a). Esta solucién, vélida
en el exterior del objeto compacto, describe el producto final de un colapso gravitacional,
el cual contiene una singularidad cubierta por un agujero negro. Que esta solucién sea
particularmente importante para un colapso gravitacional se desprende del Teorema de
Birkhoff (1923), el cual establece que si una regién del espacio-tiempo es esféricamente
simétrica y ademads es solucién de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, en-
tonces la geometria de este espacio—tiempo esta descrita necesariamente por la métrica de
Schwarzschild, i.e. este teorema implica la unicidad de la métrica de Schwarzschild (Misner
et al., 1973) (cf. ecuacion (3.14)).

En lo que resta de este trabajo se considera un sistema de unidades geometrodindmico en
el cual G=c=1.

El siguiente paso es estudiar el comportamiento de rayos de luz y cuerpos de prueba en

el campo gravitacional exterior a un cuerpo simétrico. Debido a la simetria par de reflexién

0—m—0,

de la métrica de Schwarzschild, si la posicién inicial y el vector tangente de una geodésica
estdn sobre el plano ecuatorial § = /2, entonces toda la geodésica debe permanecer en
dicho plano. Dado que toda geodésica puede llevarse a un plano ecuatorial mediante una
rotacion isométrica, esto implica que, sin pérdida de generalidad, es posible restringir el
estudio de geodésicas a aquellas que estan contenidas en planos ecuatoriales.

Las componentes de la base coordenada x* de la tangente 4™ a una curva parametrizada

por T estan dadas por
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“w
w =
dr
Para geodésicas temporales se puede hacer coincidir el pardmetro 7 con el tiempo propio,
mientras que para geodésicas nulas 7 es un pardametro afin. Bajo estas consideraciones, las

geodésicas estan dadas por

oM\ . oM\
—S = Gap uu’ = — <1 — T) 2 + (1 - T) %+ 7“2Sb2> (4.4)

donde

S =

1 para geodésicas temporales,
0 para geodésicas nulas.

Para obtener estas ecuaciones geodésicas es necesario considerar dos constantes de movi-

miento. La primera de ellas es

2M> dt s

E:— O[ﬂ: 1_— _
gaﬁfu ( r dT’

donde £ es el vector estdtico de Killing T (Misner et al., 1973) y E es una constante de
movimiento que para geodésicas temporales representa la energia por unidad de masa en
reposo de una particula que sigue una determinada geodésica, con respecto a un observador
en infinito.

La segunda constante de movimiento h estd dada por el vector rotacional de Killing

v
a, B 2 :.2 d‘P
h = gop®u” = r°sin” 0 —=. (4.6)
dr
Al tomar, sin pérdida de generalidad, la geodésica que estd sobre el plano 6 = 7/2, se tiene
que
d
dr

Para geodésicas temporales, h es el momento angular por unidad de masa en reposo. Con

estas constantes de movimiento es posible escribir la ecuacién geodésica al sustituir las

f Los vectores €, se denominan vectores de Killing y satisfacen las ecuaciones &, 8+ &30 = 0. Tal
conjunto de ecuaciones determinan las trasformaciones coordenadas infinitesimales que preservan la métrica.
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ecuaciones (4.5) y (4.7) en (4.4). Si ahora se restringe el andlisis a geodésicas temporales,

i.e. a particulas materiales, se encuentra que

B8

Esta ecuacién muestra que el movimiento radial de una geodésica temporal es similar al de
una particula de masa unitaria con energia E? en mecénica no-relativista unidimensional.
Sin embargo, la novedad que aporta la relatividad general en esta ecuacién es que, aparte
del término gravitacional newtoniano —2M /r y la barrera centrifuga h?/r?, hay un nuevo
potencial atractor dado por —2Mh?/r3 el cual domina a la barrera centrifuga para r
suficientemente pequeno (Wald, 1984).

Tal como se hace en mecéanica celeste newtoniana, es 1til considerar r como funcién

de ¢ en vez de 7. De esta manera, al utilizar la regla de la cadena en la ecuacién (4.8) se

obtiene
dr\? 2Mr3 9 9 rd
Al renombrar E? — 1 := 2F,,; donde Ei; es la energfa total de la particula y haciendo el
cambio de variable u = r~! se obtiene
du\ 2 s o 2Mu 2B,

Con el fin de trabajar con una ecuacién adimensional es conveniente hacer el cambio de

variable u = Mwv/h?, el cual implica

d 2
<£> =av® —v? 420+, (4.11)
donde
M\? 2B oh?
=2 (T) , €= —m (4.12)

La ecuacién (4.11) determina la geometria de las geodésicas en el plano invariante § = 7 /2.
Atn més, esta ecuacién gobierna la geometria de las érbitas en el plano invariante debido

a que tal geometria estd determinada por las raices de la ecuacién cibica (Chandrasekhar,
1983)



§4.2. GENERALIZACION DEL MODELO DE ACRECION DE ULRICH 47

f) =av® —v? +2v +e (4.13)

El pardmetro « hace la diferencia entre la relatividad general y la gravitaciéon newtoniana.
Finalmente, la excentricidad e de la érbita newtoniana generalizada estd relacionada con

e mediante la relacién

e’ =1+e (4.14)

§4.2. Generalizacion del modelo de acrecién de Ulrich

De la misma manera como se hizo en los modelos de acrecién de Bondi y Michel, es necesario
ahora imponer ciertas condiciones a infinito. La manera de hacerlo es considerando el
momento angular de una particula que cae hacia el agujero negro con velocidad vy a un
angulo polar inicial 8y y cuya distancia radial a éste es ry. Bajo estas consideraciones, el
momento angular estd dado por
Roox = ng—sp = rq Yo Vo sin fy, (4.15)
dr

donde v es el factor de Lorentz para la velocidad vyg.
Es necesario hacer notar que esta expresién obtenida para el momento angular corresponde
a una distancia radial rg suficientemente lejos del agujero negro, i.e. r > rg := 2M. Dicho
de otra manera, este valor del momento angular es una condicién a infinito. Inclusive,
es claro que al considerar particulas no-relativistas, esta relacion converge al momento
angular newtoniano he, (cf. seccién §2.2).

Las consideraciones anteriores son esenciales para obtener la ecuacién de la érbita.

En primer lugar, f(v) es un polinomio ciibico en v, por lo tanto se tienen dos posibili-
dades: (a) todas las raices son reales o (b) una de ellas es real y las dos restantes son un
par de complejos conjugados.

El hecho de que la energia de las particulas es insuficiente para escapar del campo
gravitacional del agujero implica que e < 0. Por lo tanto, los ceros v, vs y v3 de f(v) son
todos reales y satisfacen la desigualdad v; < ve < w3. Esto implica que f(v) puede ser

escrita como

fw) = a(v—v1)(vy —v)(vs — V). (4.16)
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Al sustituir esta relacién en (4.11) e integrandola se tiene

dw

- - =a'/? 4.17
Kw—vl)(vs—mn”?/ [ —ud)w? —ug)] o

donde w? = 1/(va —v1), w3 = 1/(v3—v1) y v = v1 +w 2. Esta integral eliptica puede resol-
verse en términos de funciones elipticas de Jacobi (Cayley, 1961; Hancock, 1917; Lawden,
1989) obteniéndose

1
ol v} = ol (4.18)

El médulo k de la funcién eliptica de Jacobi (cf. Apéndice B) estd dada por

pr= 270 (4.19)
V3 — U1
De esta manera la ecuacion de la orbita estd dada por
v =101+ (va — V1) an{g (a(vs — v1)) /2 } (4.20)

Esta es la ecuacién general para la dérbita de particulas materiales que caen hacia un
espacio-tiempo de Schwarzschild. Dado que se desea obtener una generalizaciéon del modelo
de acrecion de Ulrich, entonces esta ecuacion debe converger a una parabola cuando a = 0.
Esto es posible si y solo si la excentricidad (4.14) es tal que e = 1, y por lo tanto € = 0 (cf.
Apéndice D). Por tanto, los ceros de (4.13) estén dados por

1—(1—8a)l/? 1+ (1—8a)l/?

L

Adicionalmente, el médulo k estd dado por
o _1-(1-8a)'"
1+ (1 —8a)l/2
Con estas relaciones es posible escribir la ecuacion de la érbita como

Gl Y vosnpf3, (4.21)

donde
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1/2
avs)t/? 1+ (1 —8a)l/?
S (B —

Utilizando la propiedad (B.10) de las funciones elipticas de Jacobi del apéndice B, es posible
reescribir la ecuacién (4.21) de tal manera que se obtenga la expresién para una cénica

relativista

r=— 2 (4.22)

B v2(1 — en?pf)’

Como el momento angular de la particula suficientemente lejos del agujero esta dado por

hZ.. = (ro7ovo sinbp)?, (4.23)

y adicionalmente hso. estd relacionado con el momento angular h perpendicular al plano

invariante mediante la relacién (2.5), entonces
2 2
M M

Notese que la longitud r, converge al radio del disco newtoniano rq definido en la ecuacion

sin? 0y = r, sin” f;. (4.24)

p

(2.6) cuando a — 0. Por otro lado, esta dérbita estd sobre el plano § = 7/2. Con el fin de
obtener una ecuacién en términos del dngulo polar 6 asi como el angulo polar inicial 6y y
que dicha ecuaciéon reproduzca la geometria del espacio 3—dimensional cuando a@ — 0 se

debe cumplir quef

cn’6y3 + cn?03 — 1
20H200ﬁ -1

en?ppf = (4.25)

Como el plano invariante pasa por el origen de coordenadas, entonces la coordenada radial
r es la misma si se toma un plano distinto a éste. Por lo tanto, el angulo 6y de la ecuacion
anterior es el mismo que aparece en la relacién (4.15). Esto implica que la ecuacién de la

orbita puede ser escrita como

_ rysin? 6p(2en?6p8 — 1))
~ wy(en26yB — cn203)

(4.26)

T El lector pudiera pensar que la relacién cngB = cnf3/cnbo3 es la generalizacién natural de la ecuacién
(2.7). Sin embargo, tal relacién no reproduce el campo de velocidades ni de densidad dados por las ecuaciones
(2.9)-(2.13) cuando a — 0.
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Es conveniente hacer las siguientes transformaciones con el fin de manipular ecuaciones

adimensionales
r v; ) n
— = — v (i=mr 0, ), — —n, (4.27)
Tx Vkex o
donde
di M M\ 2
v = — ng 1= Vs 1= | — .
Yodr’ 07 Yrvpr?’ k Ty

La tasa de acrecién sobre el agujero estd representada por M. La velocidad vy, converge
a su contraparte kepleriana cuando o — 0 (cf. ecuacién (2.8)). El niimero de particulas
por unidad de volumen ng es un factor de normalizacién cuya contraparte newtoniana,
i.e. @« — 0, corresponde a la tasa de acrecion en el modelo de Bondi y r, es tal como se
definié en la ecuacién (4.24).

Tomando todas las consideraciones anteriores, es posible obtener de manera analitica
la ecuacion de las érbita o lineas de corriente de las particulas, el campo de velocidades y

la densidad del flujo de acrecién (ver Apéndice D):

_ sin®6p(2cn?6p8 — 1)

= 4.2
vo(cn26pB — cn203)’ (4.28)
0 6 dng0
Vp = —27'71/25 Cnﬂ Snﬂ nﬂ 11/2(07 907 V2, ﬂ)a (429)
sin 6
2 2
_—1/20n 0o —cn03 ,1/2
Vg r sin @ 1 (07907U2>ﬁ)7 (430)
. 1/2
v, — p1/2510 0o (va (en083 — cn6)3) / ’ (4.31)
sin 6 2cn26p8 — 1
—-3/2
r sin g (4.32)

n=-— .
2f1 (07 907 V2, ﬁ) f2(07 907 V2, ﬁ)
Las funciones f1(60, 0, vo, 8) y fa(0, 0o, v, () estan dadas por

2 sin? 6 (2cn%6p3 — 1) — vy sin? fy(cn?6p3 — cn?63)
(2en?6p8 — 1){(cn?6p8 — cn263)2 + (2 BenB0 snB6 dnj30)?}

f1(0,60,v2,3) :=
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f2(0,00,v2,B) := BenB0y snBby dnBoy +
{sinfy cos by (2cn®6pB — 1) — 2Bcnfy snBby dnBby sin®hy} /vor.

Las ecuaciones (4.28)—(4.32) son la solucién analitica del problema de una nube de gas

esférica con momento angular inicial que es acretada hacia el origen en un espacio—tiempo

de Schwarzschild.

§4.3. Convergencia con modelos de acrecion conocidos

La solucién analitica propuesta en la seccién §4.2 debe converger al modelo de Ulrich
cuando o — 0. Para probar esto es necesario observar que si &« — 0 entonces: (a) el modulo
k de las funciones elipticas de Jacobi es nulo, (b) la raiz v — 2y (c) el pardmetro 3 = 1/2.
Usando estos resultados asi como las propiedades (B.10), (B.15)-(B.17) se tiene que las
ecuaciones (4.28)—(4.32) convergen a las ecuaciones (2.9)—(2.13).

Atdn mads, si el momento angular de la nube de gas es nulo, entonces las igualdades
(4.28)—(4.32) convergen a

20\ V2
T <—> ’ vg =0, vy =0, n=2712p732, (4.33)
T

Este conjunto de ecuaciones corresponden al caso de acrecién radial en un espacio—tiempo
de Schwarzschild. Esto corresponde exactamente al modelo de Michel de la seccién §3.3

con presién nula.

§4.4. Un estudio detallado del modelo de acrecion con rota-

cion relativista

Como lo muestra la seccién anterior, este modelo de acreciéon con rotaciéon, no solo
constituye una generalizacién del modelo de acrecién de Ulrich. Mas ain, es una modifica-
cién al modelo de acreciéon de Michel, en el mismo sentido que el modelo de Ulrich es una
modificacion al modelo de acreciéon de Bondi.

Este modelo de acrecién con rotacion satisface todas los requisitos para ser considerado

la generalizacién del modelo de Ulrich:
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(a) Las orbitas son obtenidas al considerar una particula que cae libremente sobre el
agujero negro, i.e. E? =1, por lo que la energia total de la particula Ei; = 0.

(b) Estas drbitas satisfacen ciertos requisitos, pues para constituirse como la generali-
zacién de una drbita parabdlica se debe cumplir que la excentricidad generalizada e de la
érbita sea 1, i.e. la energfa total es nula. Ademas los ceros de la ecuacién (4.16) deben ser
reales, lo cual implica que oo < 1/8.

(c) Cuando a = 1/8 entonces se pasa de un modelo de 6rbitas con contraparte pa-
rabdlica a uno con contraparte hiperbdlica. De hecho, cuando ov = 1/8 se tiene un modelo
de acrecién ultra—relativista, pues es el valor més grande permitido por el modelo, el cual
equivale a que las particulas tengan un momento especifico h = 2r,. Para valores mayores
de « las raices de la ecuacién (4.16) son imaginarias por lo que la ecuacién geodésica (4.11)
ya no describe el movimiento de particulas materiales (Martin, 1988).

(d) Adicionalmente, este es un modelo analitico exacto el cual considera al potencial
de manera perfecta como lo predice la relatividad general. Recientemente, Lee & Ramirez—
Ruiz (2006) utilizaron un modelo numérico del potencial Paczyniski y Wiita para describir
el modelo ultra-relativista h = 2r4. El modelo presentado en la seccién anterior es exacto,
analitico y cubre sencillamente este caso ultra—relativista. De hecho, el modelo parte de una
integracién exacta de (4.16), sin hacer aproximaciones a primer orden, como las hechas por
Beloborodov & Illarionov (2000) cuyo anélisis parte de una aproximacién a primer orden
de (4.17). Lo que es mas, el modelo propuesto en este capitulo proporciona informacién
analitica del campo de velocidades y de la densidad del flujo de acrecién.

Resumiendo, este modelo reproduce perfectamente el modelo de acrecién de Ulrich
a = 0, con su campo de velocidades y de densidad. Proporciona informacién de un modelo
de acrecién con rotacién relativista considerando el potencial dado naturalmente por la
relatividad general. De hecho, la ecuacion de la érbita, el campo de velocidades y la den-
sidad de numero de particulas son obtenidos al integrar exactamente la ecuacién (4.16).
Finalmente, el modelo también es capaz de dar informacién sobre un modelo de acrecion
ultra-relativista, donde oo = 1/8. Este modelo corresponde a érbitas cuya contraparte new-
toniana es hiperbdlica. Esta descripcién es ultra—relativista porque es el maximo valor que
a puede tomar dentro del modelo. De hecho, para este valor de « el término atractivo del
potencial de relatividad general (~ r~3) tiene su maxima contribucién.

Para valores mayores de « el modelo deja de ser una generalizacién del modelo de
acreciéon de Ulrich, pues las raices de la ecuacién (4.16) son imaginarias, lo que implica que

la ecuacién de la érbita ya no describe el movimiento de particulas materiales (Martin,
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1988). Por lo tanto, como o < 1/8 entonces h > 4M como lo indica la ecuacién (4.12).
Con el fin de sondear este resultado, témese el limite cuando ¢ — oo, el cual reproduce
el modelo de Ulrich. De esta manera h > 0, con h suficientemente pequeno. Como el
modelo de Ulrich es una perturbacién al modelo de Bondi, entonces la nube de gas rotando
alrededor de la estrella debe tener un momento angular especifico pequeno, tal como se
mostré en el andlisis del capitulo 2. Por lo tanto, este resultado concuerda con el analisis
previo del modelo de Ulrich.

El modelo construido por Beloborodov & Illiaronov (2000) es tal que h < 4M. Si
se toma el limite ¢ — oo entonces h < 0 lo cual es un absurdo. Si se considera que el
momento angular especifico es positivo por definicién, entonces el modelo de Beloborodov
& Illiaronov implica que en el limite newtoniano h = 0 T, por lo tanto, dicho modelo no es
una generalizacién correcta del modelo de Ulrich, en el cual el momento angular es distinto

de cero.

§4.5. Diferencias entre el modelo de Ulrich y su generaliza-

cion relativista

Cuando una particula cae sobre el plano ecuatorial # = 7/2 en el modelo de Ulrich,
ésta trata de llegar a su ultima Orbita estable, la cual se obtiene al sustituir la relacion

(2.7) en la ecuacién (2.4), i.e.

h2

4.34
M (1 — cos 6/ cosby)’ (434)

T =

cuando cos @ — 7/2 entonces r = h?/M.

Ahora bien, cuando las particulas llegan al plano § = m/2, éstas colisionan con su
contraparte simétrica de tal manera que la componente de la velocidad en direccién or-
togonal al plano ecuatorial se termalizal® . Este hecho implica necesariamente que E < 0
(cf. ecuacién (2.2)), i.e. la excentridad de la érbita e < 1 (cf. Landau & Lifshitz). Por lo

tanto las érbitas descritas por las particulas sobre el plano ecuatorial son elipticas. Como

T8i 0 < h < 0 necesariamente h = 0.

Al hacer un balance entre la fuerza centrifuga ~ h?/r® con la fuerza gravitacional GM/r? se encuentra
que la condicién de equilibrio se alcanza en el punto r = h? /M. Tal resultado se obtiene al considerar
Unicamente la componente azimutal de la velocidad. Sin embargo, la velocidad de las particulas sobre el
plano ecuatorial incluye las componentes azimutal y radial, pues inicamente la componente perpendicular
al plano es termalizada.
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las tnicas Orbitas estables para un potencial central newtoniano son circulares, entonces
las érbitas sobre el plano ecuatorial en el modelo de Ulrich son inestables. Eventualmente
las particulas seran acretadas por el objeto central. Un estudio detallado de este proceso
queda fuera del enfoque de este trabajo.

Del mismo modo, en el modelo de acrecién generalizado se observa que cuando las
particulas caen sobre el plano ecuatorial, no alcanzan una 6rbita estable. Se debe ser
precavido de no pensar que las trayectorias circulares predichas por relatividad general
corresponden a las tultimas érbitas circulares estables para una particula con un a dado.
Por ejemplo, para un « fijo, la dltima érbita circular estable estd dada por (Wald, 1984)

h?

S a2
o = 5= {11(1 6) } (4.35)

Tal relacién se obtiene al considerar el potencial relativista y derivarlo para encontrar sus
puntos criticos. Los minimos de tal potencial corresponden a érbitas estables, dadas por el
signo positivo en la ecuacién (4.35). Los méaximos corresponden a drbitas inestables. Por
ejemplo, si & = 1/8 se tiene que r = 614 o bien 7 = (3/4)r,. En este caso, a proporciona
la érbita circular estable més interna posible. Para valores méas pequenos de « el radio de
la érbita circular crece hasta alcanzar el radio de disco newtoniano, i.e. r — h%/M cuando
a— 0.

Sin embargo, este andlisis esta totalmente errado, pues las 6rbitas circulares estables de
las particulas relativistas que caen sobre el plano ecuatorial tienen un radio mayor al radio
Teire- Con el fin de mostrar este comportamiento es 1til considerar una grafica de densidad
vs. distancia radial 71 .

La Figura 4.1 muestra que conforme aumenta el valor de «, el radio del disco empieza a
alejarse del objeto compacto de tal manera que la densidad en el borde del disco no diverge
a menos que a = 0. La Figura 4.2 es una grafica del radio del disco real vs. & que muestra
claramente este comportamiento.

Por lo tanto, cuando las particulas relativistas caen sobre el plano ecuatorial, no lo
hacen sobre su dltima orbita circular estable. De hecho, lo que podemos llamar radio del
disco real, i.e. el bulto de materia que se desvanece conforme se aleja del agujero negro,
empieza a crecer draméticamente conforme o — 1/8. La serie de Figuras 4.3 muestran

claramente este comportamiento.

T Los célculos numéricos hechos para la obtencién de las Figuras fueron hechos con software libre
(www.gnu.org). Los programas fueron hechos en C, utilizando la librerfa ‘GNU Scientific Library’ para
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Figura 4.1: Esta figura muestra que la divergencia en el niimero de particulas por unidad
de volumen n en el radio del disco newtoniano r, = 1 para a = 0 se desvanece conforme
aumenta el valor del pardmetro «. La figura muestra la variacién del nimero de particulas
por unidad de volumen n como funcién de la distancia al origen R para valores de a =
107°,1074,1073,1072,10~1,0.125.

No obstante de tener este andlisis numérico tan detallado, es necesaria una demostracion
analitica la cual muestre que cuando la particula cae sobre el ecuador y se toma el limite

6o — /2, el ‘radio del disco real’ se va a infinito conforme o« — 1/8.

§4.6. Modelo de acrecion ultra—relativista

Cuando o — 1/8, entonces el médulo k de las funciones elipticas de Jacobi tiende a
1 (cf. ecuaciones (B.18)~(B.20), vo = 4 y 8 = 81/, Por lo tanto, el modelo de acrecién
relativista con rotacién converge al modelo de acreciéon ultra—relativista con rotacién dado

por

la evaluacién de las funciones elipticas en los casos necesarios.
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Figura 4.2: La figura muestra que el ‘radio del disco real’ r’, normalizado a unidades
arbitrarias, crece desde el radio del disco newtoniano 7, = 1 para o = 0, hasta infinito
para o — 1/8.

sin? 90(2sech2%90 -1)
. > 7 (4.36)
4(sech?¥20, — sechQ%H)

@ sech2g9 tanh%@

_ 12 1/2
Uy r 5 -~ (0, o), (4.37)
sech? \fHO seChQ\[Q 1/2
vp =12 s 50.00), (4.38)
1/2
o o172 sinf [ (sech? %90 - sech2§9) (4.39)
? sin 6 2S€Ch2%90 -1 ’
,3/2 .
n= r T sinfo (4.40)

211200, 00) fa (6, 00)

noindent Donde f; (0, 6y) v f2 (0, 6y) estan dadas por
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Figura 4.3: Esta serie de figuras muestran la evolucion del disco conforme aumenta el
pardmetro a. Las dos primeras son un acercamiento para valores de o = 1072 y 104, Tales
figuras muestran que las lineas de corriente se acumulan en el radio del disco newtoniano
r. = 1 para a — 0. Las dos siguientes muestran que para los mismos valores de o = 107° y
104, hay lineas de corriente que convergen lejos del radio del disco 7. Tal comportamiento
se acentua dramaticamente en las tres figuras restantes, que corresponden a valores de
a = 1072,1071,0.125, respectivamente. En las figuras las distancias estdn medidas en
unidades del radio del disco 7.
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2 sin® 4 (25ech2§90 —1) — 4 sin? 90(sech2§90 — sechQ%H)

(2sech2%00 - 1){(sech2§90 - sechQ%H)2 + (@sech2§9 tanh%@)Q}y

fiu(0,6p) :=

V2

fau(8,6p) = TsechQ\/§ V2

2
TH() tanhTQO—l—

2 2 2 2
{sin @y cos by (25ech2§90 —-1)— gsechQTOO tanh%@o sin® 0y} /4r.

Con base en la ecuacién (2.9) del modelo newtoniano de Ulrich, cuando § = 7/2, entonces
0y — m/2 y las particulas se encuentran sobre el disco de acrecién, pues al tomar dicho
limite se tiene que » = 1. En el caso ultra-relativista, tomando el mismo limite para la
ecuacién (4.36), se encuentra que r — oo, i.e. el disco de acrecién abarca todo el plano
ecuatorial. Esta prueba analitica cierra el cirulo de razonamientos expuestos en la seccién
anterior, en donde se expuso que el radio del disco evolucionaba al aumentar el valor de «
hasta diverger cuando o = 1/8.

Es importante recalcar que este 1iltimo modelo esta fuera de los limites del modelo de
Ulrich, ya que éste tiene una ecuaciéon de orbita con contraparte hiperbodlica en el caso
newtoniano.

El que el borde del ‘disco real de acrecién’ se encuentra en infinito implica que las
particulas son acretadas desde la frontera de la nube de gas que cae sobre el objeto central.
La distribucién de densidad ya no registra una singularidad como en el caso de Ulrich en
el ‘radio del disco real’, mas bien, hay una distribucién mondétamente decreciente de la
densidad a partir del origen.

Finalmente, es 1til hacer una comparacion de las lineas de corriente entre un potencial
de Paczynski y Wiita (Lee & Ramirez—Ruiz, 2006) y el potencial de relatividad general para
el modelo ultra-relativista con h = 2r,. Este comportamiento se muestra en las Figuras
4.4 y 4.5.

Estas graficas muestran que en el modelo ultra-relativista las lineas de corriente difieren
tanto a grande como a pequena escala. Cerca del horizonte de eventos, las particulas tienen
mis energia que las asociadas al potencial empleado por Lee & Ramirez—Ruiz. Més atin, se
observa claramente que las lineas de corriente empiezan a alejarse rapidamente conforme

se acercan al plano ecuatorial.
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Figura 4.4: Las lineas de corriente del potencial Paczynski - Wiita (lineas punteadas)
tienen un comportamiento similar a las del potencial relativista (lineas continuas) para
6o — 0. Sin embargo, conforme 0y — 7/2 las lineas de corriente asociadas al potencial
relativista se pegan al plano ecuatorial y se alejan del objeto compacto. En contraparte,
las lineas de corriente asociadas al potencial Paczynski - Wiita se acumulan alrededor de
~ 107y y quedan por encima de las relativistas. En la figura las distancias estan medi-
das en unidades del radio de Schwarzschild r,. Los datos de la simulacién del potencial
Paczynski y Wiita correspondientes a un momento angular h = 2r, fueron generosamente
proporcionados por el Dr. William Lee.
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2 -

-4 -2 0 2 4

Figura 4.5: Muy cerca del horizonte de eventos las lineas asociadas al potencial
Paczynski-Wiita (lineas punteadas) caen directamente sobre el agujero. En contraparte,
las lineas asociadas al potencial relativista (lineas continuas) atn tienen suficiente energia
para llegar al plano ecuatorial sin ser tragadas por el objeto compacto. En la figura las
distancias estdn medidas en unidades del radio de Schwarzschild r,. Los datos de la simu-
lacién del potencial Paczynski y Wiita correspondientes a un momento angular h = 2r,
fueron generosamente proporcionados por el Dr. William Lee.



Conclusiones

En esta Tesis se presento la generalizacién de la ecuacién de Bernoulli en presencia de
campos gravitacionales intensos. Se mostré que es posible deducir el modelo de acrecion
de Michel con base en esta ley de conservaciéon de energia al combinarla con la ley de
conservacion del nimero de particulas en su versién covariante.

Ademsds, se probé que es posible construir de manera exacta y analitica el campo de
velocidades y de densidad de nimero de particulas para el flujo de acrecién generalizado
de Ulrich al considerar particulas que obedecen el potencial de relatividad general. Las
funciones elipticas de Jacobi, solucién al problema de acrecién, permiten pasar al limite
newtoniano y al ultra-relativista de manera elegante y sencilla.

El modelo de acrecién ultra—relativista cubre el modelo de Lee & Ramirez—Ruiz para un
momento angular h = 2r, y muestra que el disco de acrecién se encuentra extendido sobre
todo el plano ecuatorial. Ademas, cerca del agujero negro las lineas asociadas al potencial de
relatividad general poseen mas energia que las asociadas al potencial de Paczynski—Wiita,
pues éstas ultimas son tragadas por el agujero negro al llegar al plano ecuatorial, mientras
que las primeras son capaces de orbitar alrededor del agujero antes de ser tragadas. Por otro
lado, lejos del agujero negro, las lineas de corriente asociadas al modelo ultra—relativista
caen rapidamente al plano ecuatorial, de tal manera que no alcanzan a llegar a 6rbitas més
internas y formar un disco de acrecién tipo Ulrich.

El modelo aqui presentado se propone para ser empleado en el estudio de procesos de

acrecién en enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros.






Apéndice

§A. Solucion de la ecuaciéon de 6rbita

La ecuacién (2.9) puede identificarse facilmente con una ecuacién algebraica reducida

de tercer orden de Cardan

2% + 3ax + 20 =0, (A1)
con
-1 0
a:%, b:_rcgs , y T = cos 0. (A.2)

Las soluciones generales de (A.1) estdan dadas por (Namias, 1984)

2a!/?sinh {%arcsinh (—b/a3/2)} , sia >0,
r =1 2a'2cosh {%arccosh (—b/a3/2)} ,sia<0 y b —a®>0, (A.3)
2a1/2 cos {%acos (—b/a3/2)} ,sia<0 vy b —da® <0,

Para cada caso en la relaciéon (A.3) hay tres distintas soluciones debido a que

acos z = Facosy z + 2k,
karcsinhpz + 2kmi, (A4)

arccoshz = Farccoshy,z + 2kmi,

arcsinhz = (—)

con k =0,%1,+£2,.... El subindice p se refiere a la hoja principal de Riemann.

Debido a que las soluciones que se buscan son reales, entonces k£ = 0 en el segundo y
tercer casos del conjunto de ecuaciones (A.4). Debido a la simetria azimutal del modelo
basta considerar al dngulo polar 6 en el rango 0 < 6 < 7/2. Para encontrar el valor de k
en la tltima solucién de la ecuacién (A.3) nétese que si se nombra ¢ = —b/a’/? entonces
basta con analizar el comportamiento de la funcién f = cos{(acosc)/3+2kn} con k =0, 1.
Cuando ¢ > 0 se espera que f > 0. Como f(¢c > 0,k = 0) > 0 entonces la solucién
buscada ocurre para k = 0, i.e. la solucién completa a la ecuacién (2.9) estd dada por la
relacion(A.3).
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¢B. Fundamentos de funciones elipticas de Jacobi

En este apéndice se mencionan algunas de las propiedades basicas de las funciones
elipticas de Jacobi. Los fundamentos matematicos y las demostraciones correspondientes
estan excelentemente detalladas en los libros de Cayley A. (1961), Derek F. Lawden (1989)
y Hancock H. (1917).

Las funciones Theta 61,0-,03 y 64 estan definidas para todo numero complejo z y

paramétro real g tal que |¢| < 1 de la siguiente manera:

[e.e]
0 =2 Z g t1/2? sin(2n + 1)z, (B.5)
n=0
ad 2
Oy =2 Z "2 cos(2n + 1)z, (B.6)
n=0
s 2
O3=1+2 ¢ cos2nz, (B.7)
n=1
Oa=1+2Y (=)"¢™" cos2nz. (B.8)
n=1

Estas expansiones en serie de Fourier (B.5)—(B.8) implican que 6; y 65 tienen periodo 2,
mientras que f3 y 64 tienen periodo .
Las funciones elipticas de Jacobi (Lawden, 1989), snw,cnw y dnw estdn definidas en

términos de cocientes de las funciones Theta de la siguiente manera

(B.9)

, hw = ) dnw =

donde z = w/63(0). Por definicién, las funciones elipticas de Jacobi satisfacen las siguientes
identidades

sn?w + en’w = 1, (B.10)
dn’w + k?sn’w = 1, (B.11)
dn’w — k*en’w = k%, (B.12)
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donde k y k' son el médulo y el médulo complementario de las funciones elipticas, definidos

por
02 02
k= 3(0), K = g“’) (B.13)
03(0) 03(0)
Estos mddulos satisfacen la relacién
k2 4+ k% =1. (B.14)

Algunos limites importantes de las funciones elipticas de Jacobi ocurren cuando k — 0. En
efecto, justo en este limite, algunas de estas funciones convergen a funciones trigonométricas

y valores fijos:

sn(w, k) — sinw, (B.15)
cn(w, k) — cosw, (B.16)
dn(w, k) — 1. (B.17)

Por otro lado, cuando k — 1 se obtienen las funciones hiperbdlicas

sn(w, k) — tanhw, (B.18)
cn(w, k) — sechw, (B.19)
dn(w, k) — sechw. (B.20)

Nueve funciones elipticas mas se obtienen al tomar cocientes o reciprocos de las ya definidas

tal como se muestra a continuacién

nsw = 1/snw, ncw = 1/cnw, ndw = 1/dnw, (B.21)
scw = snw/cnw, cdw = cnw/dnw, dsw = dnw/snw, (B.22)
csw = cnw/snw, dcw = dnw/cnw, sdw = snw/dnw. (B.23)

En el limite, cuando k£ — 0 se tiene que scw — tanw.



66 APENDICE

Las derivadas de las funciones elipticas primitivas (cf. ecuacién (B.9)) de Jacobi estan

dadas por

Jp S = cnw dnw, (B.24)
g SR = —snw dnw, (B.25)
d

@dnw = —k%snw cnw. (B.26)

Es posible encontrar el desarrollo en serie de estas funciones alrededor de cero, el cual

estd dado por

1 1
shw = w— 5(1 + EHw® + 5(1 + 14k2 + kYwd — - -+, (B.27)
1, 1 '
cmw = 1-— ng + 0 4wt — - (B.28)
1 1
dow = 1-— 5/&u? + 1(4’“2 + kYw! — - (B.29)
(B.30)

Finalmente se mencionan algunas integrales representativas de las funciones elipticas de

Jacobi:

1
/snw = Eln(dnw — k cnw), (B.31)
1
/cnw =z sin ! (k snw), (B.32)
/dnw = sin~!(k snw). (B.33)

§C. Ecuacion de Bernoulli en presencia de campos gravita-

cionales intensos

En el caso de flujo adiabdtico en un espacio-tiempo estatico, cuando se consideran

campos gravitacionales intensos, la ecuacién de Euler estd dada por la relacién (3.19).
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Bajo la suposicién de que el flujo es estacionario, la componente temporal de esta ecuacion

es

v w w
v. d(— ):—ﬁara. 34
e gra ny\/goo U ual'y (C.34)

Debido a que los simbolos de Christoffel estan dados por (cf. Chandrasekhar (1983))

g’
Tos = 7{9“" Bt 9800 = 9ap .o} (C.35)

entonces

1
05 = 519" 9005 — 9™ 905}, (C.36)
y por tanto al sustituir esta relacién en la ecuacién (C.34) y expander los indices se obtiene

v w w
’yz - grad (57\/%0) =3 (u’guogoogoo,g — u“uogoo,”> . (C.37)

Dado que u? = g°%ug entonces la ecuacién previa toma la forma

A\ w
'yE - grad (57\/500) =0. (C.38)

Esta ecuacion implica que

%7\/500 = const., (C.39)

a lo largo de cada linea de corriente. Cuando ¢ — oo, en el limite newtoniano se obtiene
que (Mendoza, 2003)

Vg =1 +0/c,

mn = p— pv?/2c2,

w=e+p— pc®+ pc+p, (C.40)
v=1+v%/2¢%, y

_ 2
w/n = Mc” + Wyon—rel,

donde ¢ es el potencial gravitacional. De esta manera, la ecuacién generalizada de Bernoulli

(C.39) converge a
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2
v
5 + ¢ + Wpon—rel = const. (C.41)

Esta ecuacion es la versién no-relativista de la integral de Bernoulli.

§D. Modelo de acrecién relativista con rotacion

La ecuacion de movimiento para una particula que cae sobre un agujero de Schwarzs-
child describiendo una érbita cuya contraparte newtoniana es una parabola esta dada por
la ecuacién (4.28).

Suficientemente lejos del agujero, la particula tiene un momento angular especifico Ao,
el cual esta relacionado con el momento angular normal al plano de la trayectoria mediante

la relacion (4.24)

Por otro lado, en el espacio-tiempo de Schwarzschild la velocidad de una particula

dr\? rdf 2 rsinfde 2
2 2., .2, 2
vt = <E> + <¥> + <T> =, + Vy + USO’ (D42)

donde 7 es el tiempo propio. Al emplear (D.42), (4.24) y la ecuacién (4.28) se encuen-

estd dada por

tra facilmente la velocidad azimutal v,. A partir de ésta y sabiendo que la velocidad
de una particula estd relacionada con la energfa especifica mediante la relacién E? =
(1—rg/r)(1— ’02)71 (cf. Frolov & Novikov (1998)), entonces debido a que la particula cae
libremente sobre el agujero la energfa especifica E? = 1 de lo cual se sigue que la velocidad

de la particula estda dada por

2= (D.43)

Es importante hacer notar que esta velocidad coincide con su contraparte newtoniana
(Frolov & Novikov, 1998). Con base en estas consideraciones se tiene que el campo de
velocidades toma la forma

0 0 dngo
Cnﬁ Snﬁ nﬂ 11/2(07 007 V2, ﬂ)v (D44)

=9 -1/2
Y " B sin 0

_1oen?0p8 —cn?08 10
=P 1(0.00.02. ). (D.45)

Vg
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; 2 2 1/2
_ —1/251 0o (v2 (cn“0y8 — cn“0)3)
Y= ing < 2en2006 — 1 ) (D.46)

En donde las funciones f1(6, 0o, va, 8) y f2(0, 0o, v, B) estdn dadas por

2 sin? 6 (2cn?6pB — 1) — vy sin? fy(cn?6y3 — cn?63)
(2en26003 — 1){(cn?03 — cn265)% + (2 BenB0 snBO dn36)?}

f1(97907’02aﬁ) =

f2(0,00,v2, B) := Benfby snfby dnBby+
{sin @y cos By (2cn6pB — 1) — 26cnBhy snBby dnBby sin® 6y} /vor.

Para encontrar la solucién completa a estas ecuaciones es necesario resolver la ecuacién
(4.28). Dado que no se cuenta con una solucién analitica a esta ecuacién como sucede en
el caso de Ulrich, es necesario resolverla numéricamente teniendo presente que para r > 1
la solucién debe converger a la primera solucién de (A.3).

Para encontrar el campo de densidades se emplea la conservacién del nimero de particu-

las en su versién covariante, dada por la primera relacién de la ecuacién (3.11).

Dado que el flujo es estacionario, esta ecuacién toma la forma

(vV=gn*) = 0. (D.47)
Si ahora se toma un tubo de corriente con uno de sus extremos en infinito, el teorema de
la divergencia implica

=nv-da| . (D.48)

T

nv -da

r=Too

Tal como sucede en los modelos de acrecion newtonianos, el material se acreta hacia el

agujero de manera uniforme y constante en el tiempo (Mendoza, 2003), i.e.

M = 4mneov,r2, = const., (D.49)

donde M es la tasa de acrecion.

Por otro lado, para un radio fijo la ecuacién (4.28) implica que
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r (=23 enf36 sn 80 dnBy dby + 23 cn B0 snBo dnBo df) =

(D.50)
(2sin 0 cos O (2cn?B8y — 1)dfy — 43 enB6y snBy Ay sin® g dby) /vs.

La sustitucién directa de las ecuaciones (D.49) y (D.50) en la relacién (D.48) implica que
la densidad del nimero de particulas como funcién de la posicion, adimensionalizada de

manera adecuada (cf. ecuacién (4.27)), esta dada por

r=3/2gin 0o

" T 25720, 80, va, B) f2(6, B, v, B)

(D.51)
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