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Resumen

Problema de Kepler

Acrecién hacia una estrella recien formada
Problema de Kepler en Relatividad General
Funciones elipticas de Jacobi

Soluciones y futuro

Carl Gustav Jacob Jacobi (December 10, 1804 February 18, 1851) was a Prussian mathematician, widely considered

to be the most inspiring teacher of his time and one of the greatest mathematicians of all time (wikipedia.org)
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Problema de Kepler

Lagrangiano para una particula libre con campo gravitacional central:

1 M
L=_-i-Gg—"
2 r

Lagrangiano no depende del tiempo t = energia es constante.

En esféricas, el Lagrangiano es:

Mm
r

1 . .
L= §m(’f“2 +7%0% + r%¢* sin?0) — G

Como 0L/0p = 0 = momento angular [ es constante, y como

[ = mr N v =const. = movimiento se lleva acabo en un plano.
Escogiendo el plano ecuatorial § = 7 /2, el lagrangiano se simplifica
considerablemente, con I = mr¢?e,,.

La ecuacién de movimiento se obtiene mediante la variacion directa de la

accién d [ Ldt o de las Ecuaciones de Lagrange.



Ecuacion de movimiento:

1 1 GM
§mf2 + §m(7“gb)2 — mo_ FEiot = const,
r

De esta relacion se sigue directamente que:
hdr /r?
V2(E — GM/r) — h?[r?.

dp =

es decir,

h/r — GM/h

Y = cos™* + const.
<\/(2E + G2M?/h?) )

Haciendo la seleccién p = h?/GM y e = \/1 + (2Eh2/G2M2) y escogiendo
¢ de tal modo que la constante en (8) sea cero se obtiene:

p
— , 6
g 1 + ecosp (6)

Esta es la forma de una cénica general. La cantidad 2p es el lado recto de
la conica y e su excentricidad. El punto ¢ = 0 de maximo acercamiento al
centro es el perihelio.




Elipses (6rbita cerrada) F <0 = e < 1

Circunferencias (6rbitas cerradas): valor minimo de energia: GMm/2h? =
e =0.

Hiperbola (érbita abiertas) £ >0 = e > 1

Parabola (6rbita abierta) F =0 = e =1

Una manera grafica de entender todo esto es reescribiendo la ecuacion de
movimiento (1) como:

5 h?  2GMm .9

+m— — = mr

mr
r2 r

o o

que puede ser reescrita como:

? == { G ~ )

donde rs = 2GM/c* & 1 := h?/réc?, con h = r¢? el momento angular

especifico de la particula de prueba.
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Colapso gravitacional

Equilibrio hidrostdtico es el equilibrio mecdnico (balance de fuerzas) entre

la presion de un objeto gaseoso (como una estrella) y su gravedad propia

Nebulosa gigante de la laguna (m8). Tamarno ~ 140 X 160 anos luz.

Fza de presion > Fza de gravedad = Expansion de la nube
Fza de gravedad > Fza de presion = Colapso gravitacional de la nube =

formacion de estrellas. = Criterio de Jeans de estabilidad gravitacional.

. Cuantas estrellas se forman de un colapso gravitacional? ;Detalles del
colapso? No lo sabemos. Lo tnico que podemos decir (gracias a las
observaciones) es que probablemente se forme mas de una estrella cuando

se produce un colapso gravitacional.



4 Acrecion con rotacion hacia un objeto central

Formula: objeto gravitacional compacto sumergido en gas

Acrecién esférica (Bondi-Hoyle). Gas cae de manera rectilinea hacia un
objeto condensado (estrella o agujero negro).

Acrecién + rotacién = disco de acrecion

v« Acrecién en linea: materia de una estrella es gravitacionalmente capturado

por una companera.




v« Parametros del problema: G, rg, hoo, M, poo, Po, ¢ ¥ k. Por lo tanto:

2 2
_roC  (Twc
O= G E_(GM) ’ (9)

% Disco ecuatorial se forma cuando fuerza centrifuga (~ h?/r?) es

balanceada por la fuerza gravitacional ~ GM/r?, i.e.:
rq — €re

y r. = GM/c? es el radio al cual el material es supersénico.







5 Modelo relativista: espacio-tiempo de
Schwarzschild

Métrica:

2
ds? = (1 — dr

(1 — 2GM/rc2)

2GM
rc2

) cdt? — — r?(d6? + sin® 0de?). (11)

Accién para particula libre:

S = —mc /b ds, (65 =0). (12)

ds no depende del tiempo ni del d4ngulo ¢ = energia kK = at ( con
a = (1 —2rg/r) y h = r%¢ son constantes de movimiento. Aqui ya se
escogié 0 = w/2 que simplifica enormemente los calculos.

Ecuacion de movimiento:

1 1 GM 2
5m7’°2 + imoz(rgb)2 - g %(k’2 —1).




.k 2GMm  2GMmh?
mrt o mog = - 32
r r r3c

= mc?(k* — 1).

v Igual que antes podemos reescribir esta ultima relaciéon como:

P2 —2(k? — 1) = —c? {— : ! } (15)

(r/rs)  (r/rs)’










v« En principio la ecuacién de movimiento es integrable en el espacio de
Schwarzschild:

e ="+ f(0)*(1 — py) — 2. (16)
En donde:

Ts ,
p = = : v = T—,h:hof(z). (17)

Asi pues:

T du
L P(w)? f( )

P(r) =1 [r3 +2r2 - f(?Q

r=] (19)

La relacién (18) es una integral eliptica del primer tipo. Normalmente uno
dice: OK, de aqui para adelante todo numériico..




6 Breve repaso de funciones de Jacobi

(:C/a)2—|—y2:1 & % 4 y? = r?

bV /jaP=1—-e*=k:=e= \ﬂl —1/a*) = médulo

Q
argumento = u := / rdé.
P




Definimos:
sn(u, k) =y, en(u, k) = x/a,dn(u, k) =r/a

De aqui se sigue que:

en?(u, k) 4+ sn?(u, k) = 1, dn?(u, k) + k?sn?(u, k) = 1.

Relaciones diferenciales:
d

@sn(u) = cnudn u,
cn(u) = —snud
—cn(u) = —snudnu
du ’
d

—dn(u) = —k*snucnu.

du

Si &(u) = sn(u) entonces:

dg
u:const—l—/\/1_€2\/1_k2€,

i.e. una integral eliptica del primer Tipo F'(k,&).




v« Con esto el problema de Kepler en relatividad general puede ser integrado

de forma analitica para el espacio de Schwarzschild.

[ du 2 ) - ((rz —r1)(rs — 7“>)1/2, (29)

(rg —ro)(r —ry)

2 |P(u)|1/2 \/TQ(’I“?) — T

(este caso es para cuando ry < r < 13
v¢ La "GNU Scientific Library” (gsl) tiene estas funciones predeterminadas,

asi es que funciona como una calculadora en C para hacer trayectorias.










7

PA ¢

Pk

Conclusiones

Revisen la bibliogratia para que vean lo elegante que es escribir todo en
términos de funciones de Jacobi

No hay que tener miedo a las integrales elipticas (sobre todo a las del
primer tipo).

Estos trabajos han sido hechos todos con alumnos de licenciatura de la
Facultad de Ciencias (Eliu Huerta & Emilio Tejeda). Ellos han publicado
sus resultados en revistas internacionales astronémicas.

Con Alejandro Becerril estamos analizando el espacio-tiempo de Kerr y no
parece que existan soluciones analiticas, pero no importa, la solucion
numeérica no es muy compleja.

E. Tejeda se encuentra haciendo un cédigo SPH que va a ser probado por

default con estos modelos para complicarlos hidrodindmicamente.




“Nunca pensé que el problema de acreciéon esférica fuera mas que una

curiosidad matematica” H. Bondi
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