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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. En todos tus calculos
enfatiza la fisica y justifica extensamente todo lo que hagas. En particular,
si utilizas tablas de integrales o algun “Computer Algebra System (CAS)”
como maxima o Wolfram (en linea) para algo que de verdad no puedes
resolver escribe la referencia. En todo el examen indices griegos toman
valores 0,1,2,3 y los indices latinos toman valores 1,2,3. Las unidades han
sido escogidas de tal manera que G =c =1, i.e. se ha tomado un sistema
de unidades geometrodindmico. Argumentos inteligentes, eficacia y orden
en tus respuestas son la clave para obtener una buena calificacion. Este
examen debe ser entregado personalmente a mas tardar a las 13hrs del
lunes 17 de enero de 2011 en la oficina 202 de Sergio Mendoza en el

Instituto de Astronomia’. jBuena Suerte!

TEl examen es individual. Aquellos que copien tendrdn una calificacién de CERO en TODO el curso y
les calificaré con NA en el mismo
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(1) Considera un universo como en el que vivimos actualmente y por lo tanto el principio
cosmoldgico es vdalido. En este ejercicio las unidades se escogen de tal manera que

8ntG = c = 1. Imagina que la accién S del campo gravitacional estd dada por

S :—des—Jf(R)\/—gd‘lx—l—J/\\/—gd‘lx, (1)
En donde A estd relacionada con el tensor de energia—momento T, mediante la relacién

1 0v/—gA 0 0v/—gA
Tow=—"—7—— —

- 2 2
2 agmy 0x* 0 (0g"v/oxx)’ 2)

y la funcién f(R) es una funcién arbitraria del escalar de Ricci R. Las ecuaciones de
campo que se obtienen directamente de la variacién S en la relacién (2) estdn dadas
por la ecuacién (12) del examen de clase. jNO intentes demostrarlas para el examen!

pero diviertete en vacaciones haciéndolo).

(I) Muestra que la ecuacién (12) del examen de clase en estas unidades y sin la
introduccién de Ly, implican que las ecuaciones de campo pueden escribirse
como:

Guv = Ry — %ng =T + T/ (R), (3)

en donde el tensor Tg;aat es el tensor de energia—momento estdndard asociado a
la materia y el tensor (de energia—-momento) T5p " asociado a curvatura estd de-

finido por

1 , .
= g { 3900 [FR) — RIRI) 4 1R (g9 — goagind | (4

Verifica que la ecuacién (3) converge a las ecuaciones de Einstein cuando f(R) =
R.

Utilizando la métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) en las ecua-
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ciones de campo se obtienen las ecuaciones de Friedmann extendidas para f(R):

Ptot + SH(Ptot + Ptot) = 0, (5)
k1 Pm
Hz 5 = 3 curv /o) |
T3 [p * f’(R)} (6)
i
Za + ]‘l2 + -5 = (pcurv + pm) y (7)

en donde a(t) representa el factor de escala, H(t) la constante de Hubble, [ := d/dt,
Ptot = pmat/f/(R) + Peurv ¥ Ptot i= pmat/f/(R) + Pcurv CON

1 1 / Sl
P = gy {3 [FR) — RIRI] = 3R (R) Q
Peurv = WeurvPcurv, (9)

Rf”(R) + R [Rf"'(R) - Hf"(R)}
[f(R) — Rf’(R)] /2 — 3HRf”(R)

(10)

Weurvy = —1+

Nota que de esta manera se puede pensar al universo como un fluido asociado a materia
bariénica y otro asociado a efectos de curvatura. Es natural suponer que ambos fluidos
no interaccionan entre si. El insertar la métrica de Robertson—Walker en la ecuacién (3)
impone también una condicién sobre el escalar de curvatura R en funcién del factor de

escala dada por
. k
R=—6 <H+2Hz+¥>. (11)

(11) Muestra que en la época presente, como la curvatura k = 0 y el universo es de

polvo, i.e. pmat = 0, entonces

df’(R)

: .
Pcurv + 3H(] + Wcurv)pcurv = _W(pm + 3Hpm) — Pm dt (12)
De aqui y utilizando la conservacién de masa muestra que
, Rf”(R
Peury + 3H(T + Weury)Poury = SHFOM(1 +2)° % o (R)])z (13)

en donde Qp, es el pardmetro de densidad de masa (cf. examen de clase).
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(111) Utilizando las ecuaciones (6) y (7) muestra que

v, 1| Pm
H+ = 1 curv)Pcurv| = Y,
+2 [f’(R) + (T +Weurv) ] 0
para asi obtener
= {3H30M (1 + 20 + RE(R) + R [RFV(R) — HE'(R) (14)
= Zf/(R) oLtim ya .
(1v) Muestra que d/dt = —(1 + z)Hd/dz para asi concluir que la ecuacién (14) toma
la forma ; 5
a’f a-f daf
Hs(2) 5 + Halz) 2+”H1( )dz——3HgQM(1+z)3 (15)
con:

/AR Y[ /7ar\ ! /d2R\? @R drR\ 7 d2R
_p2(=n b Dt et el
i =R < dz) 3 < dz) < dz? ) dz3 (R RH> < dz> dz?

1
—2(1 —I—Z)HE <ﬁ> ,

dz \ dz
(16)
" —(E—RH) dRY T g (AR T AR (17)
27 dz dz dz?’
drR
= R? . 18
= dz) (18)
(v) Muestra con ayuda de la ecuacién (11) que
SLY SRS (1 R L S (19)
dz dz dz areaNe
. dH d*H d*H  _dH
R—RH =61+ H2 301 4 228 gy g ppd - (dHIL
6(1+2) {3( t2) Tt [( 2 13 6dZH (20)

Para conocer el valor de la funcién f(R) cosmoldgica que funciona como energia oscura,
basta con sustituir las ecuaciones (19)-(20) en la ecuacién (15) para asi obtener una
ecuacion diferencial para f(R(z)) en funcién de la forma observacional que tenga la
constante de Hubble H(z).
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(VI) Muestra que si f(R) = R™ -ley de potencias, y que cuando n = 3/2 como lo
demostraste en la segunda pregunta del examen en clase, entonces para la época
actual, dominada por polvo y con curvatura negativa se obtiene una expansién
acelerada en el universo actual. De hecho, el diagrama de Hubble puede explicarse

con las observaciones actuales de manera muy precisa cuando n = 3/2.

(2) Consideremos el flujo de gas (acrecién) que cae hacia una masa central m. La métrica
del espacio tiempo producida por esta masa central es la métrica de Schwarzschild que

en este caso toma la forma
ds® = guvdxtdxY = (1 —2m/r)dt — (1 — Zm/rﬁ1 dr? — 24 Q2. (21)

Cuando las ecuaciones de la hidrodindmica se tienen que escribir en la presencia de
un campo gravitacional significante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias
en las ecuaciones de movimiento por derivadas covariantes. La ecuacién de continui-
dad, la ecuaciéon de Euler y la ecuacién de conservacién de la entropia se escriben

respectivamente de la siguiente manera

nty =0 (22)

op op

18 G -
WUy = = 5~ uut oo (23)
(ou®). = 0. (24)

Las dos ultimas relaciones se obtienen de pedir que la divergencia generalizada del

tensor de energia-momento T, sea nula, es decir,
T, =0. (25)

(a) Muestra que a partir de la ecuacién (25) se obtienen las ecuaciones (23) y (24).

Demuestra adicionalmente la ecuacién de continuidad (22).

(b) Muestra que en el caso de un flujo de acrecién estacionario (9/0t = 0), la ecua-
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cién (22) y la ecuacién (25) implican que

() = — Zm . (1 T /r) (26)
& (Pno) =0
% {rz(e +p)19\/m} =0. (28)

Bdﬁ Cdpl-2m/r+9 m

| |
—~
[\]
~J
~

dr dr e+p A (29)
en donde ¥ :=u' =dr/ds.
(30)
(c) Muestra con lo anterior que
% (e +p)? <1 — 2? —1—192) = const :=E. (31)
n:—z—e—pzo. (32)

Compara la ecuacién (32) con la la primera ley de la termodindmica. ;Qué dife-

rencias y similitudes observas?

(d) Muestra que la velocidad O satisface la ecuacién diferencial

dr m do 92
20° — o2 v @ U_
T { T (1 —2m/r+192)}+ d { 1—2m/r—|—{92} 0, (33)

en donde

dln(e+p)

Q2=
dlnn

(34)

Si alguno de los factores dentro de las llaves de la ecuacién (33) se anula, entonces
las soluciones son multivaluadas para r o 9. Para que el flujo en acrecién alcance
el centro es necesario que la velocidad se incremente monotonicamente hacia el
centro de la configuracién. Muestra entonces que los puntos criticos estdn dados

por
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192

2 2

190 = m/ZTC, Qc = @. (35)
Finalmente muestra que el punto critico se encuentra a un radio mayor al radio

de Schwarzschild.

(e) Considera que el gas en acrecién es un gas politrépico cuya ecuaciéon de estado

es p x n® xxnT.

(1) Supongamos que k = 4/3 y que la temperatura T, evaluada en infinito

(en donde ¥, = 0) es diferente de cero. Muestra entonces que

g 2/3

LAl Tsa Yl (3) T2, (36)
4 Ts

en donde Tg y T, representan valores de la temperatura evaluados en el

radio de Schwarzschild y en el punto critico respectivamente. Para mos-

trar la segunda relacién de la ecuacién (36) asume que la temperatura Tg

evaluada al radio de Schwarzschild es tal que Tg < 1.

(11) Considera que k = 5/3 y muestra que

4/3
Tg ~ 0.3 <E> L uia gToo. (37)
(f) Una manera alternativa de llegar a la ecuacion (33) es la siguiente. En relatividad
general se dice que un campo es estatico si el cuerpor que produce el campo se
encuentra fijo en el sistema de referencia en el cual el tensor métrico g,, no
depende de la componente temporal x°. De esta manera, como ambas direcciones
del tiempo son equivalntes entonces puede escogerse un sistema de referencia en
el cual el intervalo ds no varie cuando se cambie el signo de x° y por lo tanto
doo = O para dicho campo. Muestra que cuando la tres velocidad del fluido es

cero entonces la cuatro—velocidad u* := dx*/ds satisface:

u* =0, u’ =1/,/g00. (38)

Define la velocidad v* = dx*/dt y muestra que v* = dx*/,/goodx’. Con esto
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muestra que la cuatro velocidad u" es tal que

W=v/Vgoo, y ufF=vyvk (39)

con Y2 :=1—v?%. Con esto muestra que si el flujo es ademds adiabético entonces
la componente temporal de la ecuacién de Euler (ecuacién (2) del examen en

clase) puede simplificarse enormemente para dar:

oV (Syvaw) =0, (40)

y por lo tanto la ecuacién de Bernoulli en relatividad general toma la forma

%y\/goo = const. (41)

sobre una linea de corriente.

Muestra que en el limite de campo débil la ecuacidn (41) converge a la ecuacién

de Bernoulli en relatividad especial.

Considera ahora un flujo simétricamente esférico que es acretado hacia un agujero

negro de Schwarzschild. Muestra utilizando la ecuacién de continuidad que

nur? = const., (42)

en donde u es la componente radial de la cuatro velocidad u*. También muestra

2M 1/2

que

Con esto y utilizando la ecuacién de Bernoulli (41) muestra que

2
(p + e) (1 — ZTM + u2> = const. (44)

n

Las ecuaciones (42) y (44) representan las integrales de movimiento para un flujo
de acrecién con simetria esférica hacia un agujero negro de Schwarzschild. Con

esto deriva directamente la relacién (33).
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(3) Una estrella es un objeto gaseoso y suficiente masivo que puede considerarse (a primera

aproximacién) descrita por una métrica estdtica y esféricamente simétrica. De esta

manera la métrica queda determinada por funciones A(r) y v(r) que dependen de la

coordenada radial r (cf. métrica de Schwarzschild) de la siguiente manera

ds? = e¥dt? — eMdr? — 12 dQ?, (45)

en donde dQ? :=sin? 0 dp? + d62.

(1)

(111)

Muestra que si [1:=d[] /dr, entonces las ecuaciones de Einstein, junto con la

ecuacién (45) implican que

—e M /r— <6471) /1* = —8mp, (46)
e (v”/z — VN /A + /44 (v = N) /Zr) = —8mp, (47)
e M /r— (e4 B 1) /r* = 8mp. (48)

Debido a que la divergencia covariante del tensor de energia—momento T" es

nula, muestra que

O 1 ,(m1 a1 (p 2 1. /
Sh o <T1—T4>+;<T1—T2>_—Ev (p+p)—p. (49)

Esta ecuacién expresa de manera matemdtica el hecho de que la presién en la

direcciéon radial es balanceada.

Muestra que si la funcién M(r) es tal que

| A
M(r) = 5 [r (1 e )] , (50)
entonces la ecuacién (48) toma la forma
dM :
— =4 . 51
dr e (51)

Compara esta ecuacién con la ecuacién correspondiente de balance hidrostdtico

no-relativista. ;Qué diferencias y similitudes encuentras entre estas dos ecua-
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ciones? Explica el por qué la funcién M(r) es proporcional a la masa contenida
dentro del radio v y muestra que esta funcién tiende a la masa de la estrella

contenida dentro de una esfera de radio r en el limite Newtoniano.
Con todo lo anterior muestra que la ecuacién diferencial que satisface la presién
p(r) estd dada por
2MN\ 1dp M
- )= = 4 — . 52
( r>rdr (p+p)<ﬂp+rg> (52)

Esta ecuacién puede resolverse con ayuda de la ecuacién (51) y una ecuacién

de estado que relacione a la presién p con la densidad de energia p.

Si consideramos que el objeto gaseoso es suficientemente masivo (i.e. = 100Mg))
entonces la presién estd dominada por la presiéon de los fotones que el mismo

produce, es decir, 1

P= gea (53)
donde e es la densidad de energia interna del sistema. La densidad de energia p
estd dada por la densidad de energia p, de los nucleones del gas mas la densidad

de energia e de los fotones, es decir,
P=pn+e (54)
Estas energias estdn determinadas por
e=aT pn = atT?, (55)

en donde T es la temperatura y a es la constante de densidad de radiacién. El
parametro T estd relacionado a la entropia por barién de la estrella.
Redefine una nueva temperatura 0 := T/t y unas unidades nuevas de tal forma

que 8mmyat* = 1, con m, la masa promedio por nucleén y muestra que estas
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ecuaciones se reducen a

p=at <t4 + t3) , (56)

p=ar (5¢). (57)
%:%<4+t3> 2, (58)
e R

Estas ecuaciones diferenciales para t(r) y m(r) satisfacen las condiciones de

frontera dadas por
TTL(T = O) =0, t(T = 0) = teentral (60)

(vi) Muestra que la presién y la densidad de masa p satisfacen una ecuacién tipo

balance hidrostatico dada por

dp m(r)
. . 61
dr 2 (61)
(vir) Con todo esto muestra que
M
e N =1— Tm, (62)
2
eV(R) —1— ]\/TI"(T)) (63)

(vizr) Imagina ahora que el gas de la estrella es un politropo de tal manera que

P= pr]/n, € = pg + NP, (64)
con K una constante.
(1x) Define el parametro
P Presion central
o= Kpg = =% = Tesion Cemt (65)

Pgc ~ Densidad de energia en reposo central
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donde el subindice “c” se refiere al valor central. Introduzcamos también las

variables &, 6, v de tal forma que:

41tpge
r=E/A, en donde A? = %, (66)
ATP g
Pg = pgceny M(r) = A3g v(&). (67)

Muestra entonces que las ecuaciones de equilibrio hidrostdtico se convierten en

algo parecido a las ecuaciones de Lane-Emden, en este caso dadas por:

1-2n+1aw/E ,d0 3gn+l _
15 (n+ 1)ad €d£+v+oc£6 =0, (68)
d'U_ 24

Demuestra finalmente que en el limite de campo débil estas relaciones se con-
vierten en las famosas relaciones de Lane-Emden. Ademds, muestra que las
condiciones de frontera a estas ecuaciones diferenciales son tales que 6(0) =11y
que v(0) = 0. La frontera de la nube corresponde al primer cero de &(0) := &;

y corresponde a una masa con valor v(&;).

Muestra que uno puede encontrar ciertas “relaciones de escala” tales que

r=Ra"W2 R=RWalTVg, (70)
M(r) = M* a3 ™M/ 2y(8), M =M« 2y(xiy), (71)

en donde

R* = (4m) V2 (n 4 1)1/2KM 2,
M* == (4m0) 12 (n + 1)3/2K/2 (72)



