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Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. En todos tus calculos
enfatiza la fisica y justifica extensamente todo lo que hagas. En particular,
si utilizas tablas de integrales o algin “Computer Algebra System (CAS)”
como maxima, Wolfram, matematica o maple para algo que de verdad no
puedes resolver escribe la referencia. En todo el examen indices griegos
toman valores 0,1,2,3 y los indices latinos toman valores 1,2,3. Argumentos
inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener
una buena calificacién. Este examen debe ser entregado personalmente a
mas tardar a las 12hrs del lunes 22 de julio de 2013 en la oficina 202 de

Sergio Mendoza en el Instituto de Astronomia’. {Buena Suerte!

TEl examen es individual. Aquellos que copien tendrdn una calificacién de CERO en TODO el curso y
les calificaré con NA en el mismo
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(1) Considera un espacio-tiempo de Schwarzschild, generado por una masa puntual M.

(I) Muestra que la ecuacién de movimiento para una particula libre de masa m

puede escribirse como:

gz_gz—c“JrzGM_h_g |27 W
dr) & T 2 r )’
en donde 15 = GM/c? es el radio gravitacional, asi como la energia interna

especifica £ y el momento angular especifico hg estdn dados respectivamente

por:
2r dt do
E=uy=c <1 r)d’r’ hg Up =773 (2)
en donde se ha definido la cuatro-velocidad como u, := dx,/dt y por lo tanto
wut = c?.

Muestra ademds que en términos del tiempo t, la segunda relacién en (2) y la

ecuacién (1) son respectivamente:

do ¢ () 2rg)hs 3)
dat & r )’
dr & 27 2GM  hi 27g
— = (1= ) 2Es+ — B (1 -2 4
dt 5< T>\/ st T2< r)’ (4)
en donde la energia:
g —c
Eg = ———.
S 2¢2 (5)

Demuestra que ésta definicién de energia es perfecta para ser una energia bien
definida en una descripcién relativista debido a que en el limite no-relativista se

obtiene:

(7 +129?) — GTM (6)

1
Es _— EN ==
c—00 2
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(II) Considera el limite de bajas energias en donde € ~ c? o equivalentemente Eg ~ 0,

y muestra que:

Es — Eg == — 7
5 e €T 2 (r—2rg)?  r—2r, T (")
De aqui prueba que:
.00g . 0D¢
Ec=T+0g—T——— ¢ ——
G tOc—T—=—¢ R (8)

donde T := (* 4+ r*¢?) /2 es la energfa cinética por unidad de masa y @g es un

potencial generalizado Newtoniano dado por

Ocini¢) = — (2 )[(r‘%)fﬁ+#fq. )

T T—21, T—21,

Definamos ahora el Lagrangiano:

2:2 3.2
1[ ToT Al }+GM. (10)

L=T—®g ==
€72 (r—2mg)? r1—21, T

(III) Calcula las cantidades conservadas del Lagrangiano L y muestra que el momento

angular estd dado por:

hg =17¢/ (v — 21g) (11)

iEn que sentido son coherentes estas cantidades con las expectativas Newtonia-

nas? Muestra ademds que:

dr 27 2GM  hZ 2r
520_7%¢H““7__§O_7%’ (12)

y comenta sobre similitudes, diferencias y coherencia con la ecuacién (4).

Las ecuaciones (11) y (12) representan buenas aproximaciones (con un error < 5%) a
la solucién exacta para el movimiento de una particula masiva en un espacio-tiempo
de Schwarzschild.
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(1v)

(VD)

Calcula el valor de las cantidades (f,0, $) de una particula de prueba con el
Lagrangiano (10) y el que se obtiene con la accidn Siest = —mec fz ds con la
métrica de Schwarzschild y explica sus similitudes y diferencias.

Considera ahora movimiento de una particula de prueba en érbita circular en
donde r = const. Muestra que el momento angular y la energia especificos estdn

dados respectivamente por:

e = vVGMr e _ GM <r—4rg>) (13)

¢ /=31 €7 2r \r—3r,
Calcula con esto la minima 6rbita estable, la érbita marginalmente amarrada
(para la cual E¢ = 0), la orbita marginalmente estable (en la cual se satisface
que hg y E son minimos ). Compara y discute sobre estos resultados y sus
contrapartes obtenidos de manera exacta en relatividad general. Muestra que la

frecuencia orbital angular de la érbita Qg estd dada por:

GM r—2T
Q¢ = €. 14
N \/T—3Tg ( r2 > (14)

Calcula el valor de esta frecuencia de manera exacta para la métrica de Sch-

warzschild y compara el resultado con la dltima ecuacién. En qué porcentaje

difieren?

Finalmente considera ahora rayos de luz que se mueven en el espacio-tiempo de
Schwarzschild. Sus trayectorias estdn generadas por geodésicas nulas (ver seccién
“Deflexién de la luz por objetos gravitacionales” en libro de Astrofisica relativis-
ta de S. Mendoza). jPodras calcular una ecuacién de movimiento simplificada
como hemos hecho para particulas materiales? ;Qué diferencias y similitudes
encontrarias con estos cdlculos aproximados y las férmulas exactas? Extiende

tus respuestas en este punto tanto como puedas.

(2) En este ejercicio, a(t) representa el factor de escala cosmoldgico, con lo cual aj :=

a(t =tp) = 1. La constante de Milgrom estd representada por: .

Considera la época de dominacién de materia en nuestro universo, en donde el principio

cosmoldgico es vdlido y en el que no existen entes oscuros. Tal como mostraste en el
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ejercicio (1) del examen de clase, una buena propuesta para extender la gravitacién
en sistemas cuyas masas y longitudes son suficientemente grandes consiste en elegir
f(x) = x°/%. Este problema muestra como es posible lograr que ésta forma de extender
la graveda a escalas astrofisicamente grandes y cosmolédgicas sea capaz de explicar la
expansiéon acelerada del universo en el universo actual, dominado por materia cuya

curvatura espacial k = 0. La accién de materia tiene su forma habitual:

1
Smat = _E JA vV—9 dX4, (15)
y la accién de campo es:
o © J@\/_— d*x (16)
T T6nG A V9O

Nota que la “constante de acoplamiento” Ajp; ahora aparece dentro de la integral en
la accién (16) debido a que como viste en el ejercicio (1) del examen a casa, esta
constante es funcién de la masa M. A priori no sabriamos que masa poner para el caso
del universo, sin embargo dado que la para el caso de un espacio-tiempo esféricamente
simétrico la masa puntual M es toda la masa que interactda causalmente con una
particula de prueba, al menos para el caso cosmoldgico podemos escogerla como tal.
Es decir, escojamos la masa M como la masa que interactia gravitacionalmente con
un observador fundamental al tiempo césmico t. De esta manera y por el principio

cosmoldgico, ésta masa sélo depende del tiempo t y es tal que:

Ho, 4 3
M:JO pr dr:§ﬂpm, (17)

donde

TH ‘= —— (18)

es el radio de Hubble (la regién causalmente conectada con un observador fundamental
al tiempo césmico t). Debido a que el contenido energético del universo es solo de polvo,

entonces el tensor de energia-momento estd dado por:
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Too = pc?, Tox =0, T = 0. (19)

De esta manera, la traza T :=T% = pc? y la accién del campo gravitacional depende
entonces tanto del escalar de Ricci adimensional x como de la masa M o bien de la
traza T. Asi pues, la accién puede pensarse como una funcién F(R, T) := f(x)/Aum'. Las
ecuaciones de campo que se obtienen al pedir que la variacién nula con respecto de la

meétrica g,y de la accién total sea cero son:

fr 1 fr
<m> Ruy—mf gu‘y + guVA_AHAV <m> =
(20)
8n@G f
— Ty — | =— T,
oA w <AM>T wv + Oy |
con traza:
fRR 2f fR 8nG f
— — — +3A | — | =—T - — T+0O]. 21
AM  AMm - <AM> ct <AM>T " ()

Los subindices R y T se refieren a derivadas parciales con respecto a las cantidades en
cuestion, es decir: ( )p :=9/0R y () := 0/0T. De manera general, el tensor ©,,, es tal

que O, 0g"Y := g“BST(XB, y para el caso de polvo resulta que:

Oy = —2T . (22)

(a) Muestra que las ecuaciones de campo pueden ser reescritas de la siguiente forma:

8nG ct Tuy curv
GHV:C—4{<1+%FT>K+TPW }, (23)

TNota que esto hace que la idea original de Einstein de poner un signo de igual a curvatura de un lado

y masa del otro sea mas complicada. Ahora en las ecuaciones de campo deberd aparecer masa-energia de
cualquier lado del signo igual.
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en G es el tensor de Einstein y

4 1

curv ,__ C
T = Gt [(E (F— RFg) — AFR> guv + VuViFr

; (24)

representa un tensor de “energia-momento” de curvatura.

(b) Como Tyo = pcz, entonces podemos identificar Tyy := pcurvcz. De aqui muestra

entonces que:

T at (25)

o 1
pcurv - 2

3H dFg
— (RFo — F) —
8GFg (RFe —F) } ’

Usando la métrica de FLRW con curvatura k = 0, la componente 00 de las ecuaciones

de campo puede escribirse ficilmente con ayuda de la ecuacién (15) del examen como:

8nG ct P
2 _ 9V - L

Esta ecuacién representa formalmente una “extensién” a la ecuacién de Friedmann.
La nulidad de la divergencia covariante del tensor de energia—momento implica la

conservacién de la masa y por lo tanto:

p+3Hp =0. (27)

Utilizando los resultados del ejercicio (1) del examen, i.e. Ay = 2 Tglm con el radio
gravitacional T4 = GM/c?, la masa-longitud Ly := (GM/—!O)]/Z, (== 2V/2/9 (esto
ultimo puede mostrarse pero requiere de trabajo detallado en perturbaciones), y f(x) =
x? con b =3/2:

(c) Muestra que:

12 . (%nc3G)3/4 p3/4

AV =
M
c a(1)/4 Ho/4°

y que:
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L S N I TH D B 3
Tt =b(b—-1)R"A,, 'H —q —1—2 [5—|—a , (29)
dFy 3 RPAR
donde
1d%a,, , 1d%a , ;
qt) =My )= g (31)

representan el parametro de desaceleracién y el “jerk” respectivamente.
Asume que existen soluciones de tipo ley de potencias de tal manera que:
t\* a \P
a(t) = alto) (to> ey p0<a(to)> : (32)
para los indices desconocidos « y f3.

Muestra que la ecuacién de Friedmann (26) puede escribirse como:

8nGp
H? = 33
3ZF’ (33)
donde funcién adimensional
j—q—2 4(1—q) 3 3
=14+ (b—1 — = = 1. 34
zim1 -1 A2 -0 2 (g 2 (34)
Muestra que en la época presente:
9 _ (3b=5)/(b—1)
20 = {154 (1 — qo)? (bZo)¥ " <Q£§Lt) ] ¢ Ho, (35)

y argumenta que con esto se sigue que ap ~ cHy. Este resultado es crucial pues
muestra que existe hoy una coincidencia numérica entre ap y Hp, resultado co-
nocido por muchos aflos y no entendido. Discute el por qué este resultado es
una coincidencia solamente y no una implicacién de que ap no es una constante

fundamental de la naturaleza.
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(g) Muestra con todo lo anterior la siguiente constriccién entre los pardmetros del

problema:

L5, s

Ayudado por esta relacién encuentra los valores de « y 3 y muestra que qp <
0, es decir, el universo se estd acelerando. Puede mostrarse que esta propuesta
reproduce de manera bastante buena las observaciones hechas con SNIa para el

diagrama corrimiento al rojo - magnitud de Hubble.

(3) Para este problema las unidades han sido escogidas de tal manera que G =c =1, i.e.

se ha tomado un sistema de unidades geometrodindmzco.

Una estrella es un objeto gaseoso y suficiente masivo que puede considerarse (a primera
aproximacién) descrita por una métrica estdtica y esféricamente simétrica. De esta
manera la métrica queda determinada por funciones A(r) y v(r) que dependen de la

coordenada radial r (cf. métrica de Schwarzschild) de la siguiente manera
ds? = e¥dt? — et dr? — 12 dQ?, (37)

en donde dQ? :=sin? 0 dp? + d62.

(1) Muestra que si [1:=d[] /dr, entonces las ecuaciones de Einstein, junto con la

ecuacién (37) implican que

e M /r— (eixﬂ) /1* = —8mp, (38)
e (v”/Z — VN /A + 3"/ (v = N) /Zr) = —8mmp, (39)
eM/r— (e 1) /1 =870, (40)

(11) Debido a que la divergencia covariante del tensor de energia—momento TH" es
nula, muestra que
o1 1

1 1
‘1 P 1 T4 o 1 712 — o
3 + 2\/ <T1 T4> + " <T1 T2> ZV p+p)—7p' (41)
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(111)

Esta ecuacién expresa de manera matemdtica el hecho de que la presién en la

direccién radial es balanceada.

Muestra que si la funcién M(r) es tal que

M(r) = % [r (1 — e77‘>] , (42)

entonces la ecuacién (40) toma la forma

dM 2
S— . 43
dr e (43)

Compara esta ecuacién con la ecuacién correspondiente de balance hidrostdtico
no-relativista. ;Qué diferencias y similitudes encuentras entre estas dos ecua-
ciones? Explica el por qué la funcién M(r) es proporcional a la masa contenida
dentro del radio v y muestra que esta funcién tiende a la masa de la estrella

contenida dentro de una esfera de radio r en el limite Newtoniano.

Con todo lo anterior muestra que la ecuacién diferencial que satisface la presiéon

p(r) estd dada por

2M\ Tdp M
(1—T>;a——(p+p)<4ﬂtp+r—3>. (44)

Esta ecuacién puede resolverse con ayuda de la ecuacién (43) y una ecuacién

de estado que relacione a la presién p con la densidad de energia p.

Si consideramos que el objeto gaseoso es suficientemente masivo (i.e. = 100M))
entonces la presién estd dominada por la presiéon de los fotones que el mismo

produce, es decir, ]
== 45
=36 (45)
donde e es la densidad de energia interna del sistema. La densidad de energia p
estd dada por la densidad de energia p, de los nucleones del gas mas la densidad

de energia e de los fotones, es decir,

p=pn+te. (46)
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(v1)

(vin)

Estas energias estdn determinadas por
e=aT? pn = atT?, (47)

en donde T es la temperatura y a es la constante de densidad de radiacién. El
parametro T estd relacionado a la entropia por barién de la estrella.

Redefine una nueva temperatura 0 := T/t y unas unidades nuevas de tal forma
que 8mmuat® =1, con m, la masa promedio por nucleén y muestra que estas

ecuaciones se reducen a

p=at <t4 + t3) , (48)
p=art (5¢)). (49)
) e
LGB0 e

Estas ecuaciones diferenciales para t(r) y m(r) satisfacen las condiciones de

frontera dadas por
m(r = O) = O, t(T = O) = tcentral (52)

Muestra que la presién y la densidad de masa p satisfacen una ecuacién tipo

balance hidrostatico dada por

dp m(r)
-F . 53
dr 2 (53)
Con todo esto muestra que
2M
e =1- Tm, (54)
2
eV(R) - 71— M(T)) (55)
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(vizr) Imagina ahora que el gas de la estrella es un politropo de tal manera que

P= pr]/n, € = pg + NP, (56)
con K una constante.
(1x) Define el pardmetro
P Presion central
oc::Kp]gén: © = resion cemt (57)

Pgc ~ Densidad de energia en reposo central

donde el subindice “c” se refiere al valor central. Introduzcamos también las

variables &, 0, v de tal forma que:

47TtPgc
T =E/A, en donde A? = m, (58)
4705
pg = P,  M(1) = Apf (). (59)

Muestra entonces que las ecuaciones de equilibrio hidrostdtico se convierten en

algo parecido a las ecuaciones de Lane-Emden, en este caso dadas por:

1-2n+Tav/E _,dO 3antl
T+ (n+ 1)ad i—d£+v+oc£6 =0, (60)
dv. oo

Demuestra finalmente que en el limite de campo débil estas relaciones se con-
vierten en las famosas relaciones de Lane-Emden. Ademds, muestra que las
condiciones de frontera a estas ecuaciones diferenciales son tales que 6(0) =1y
que v(0) = 0. La frontera de la nube corresponde al primer cero de &(0) := &;

y corresponde a una masa con valor v(&;).

(x) Muestra que uno puede encontrar ciertas “relaciones de escala” tales que

T — R*oc“’“)/zé,, R = R*(XU*TI)/ZE’]) (62)
M(r) = M*aB ™ 2yE), M =MaB ™2y (xiy), (63)
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en donde

R* :— (47.[)71/2(11_’_ ])1/2Kn/2C17n)
M* = (47.[)—1/2 (TL + 1)3/2Kn/2

(64)



