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Astrof��si
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Instituto de Astronom��a, AP 70-264 UNAM

Ciudad de M�exi
o, M�exi
o.

Agosto 3, 2015

Contesta TANTAS preguntas como te sea posible. En todos tus cálculos

enfatiza la f́ısica y justifica extensamente todo lo que hagas. En particular,

si utilizas tablas de integrales o algún “Computer Algebra System (CAS)”

como maxima, Wolfram, matematica o maple para algo que de verdad no

puedes resolver escribe la referencia. En todo el examen ı́ndices griegos

toman valores 0,1,2,3 y los ı́ndices latinos toman valores 1,2,3. Argumentos

inteligentes, eficacia y orden en tus respuestas son la clave para obtener

una buena calificación. Este examen debe ser entregado a mas tardar a las

12hrs del jueves 6 de agosto de 2015 en la oficina 202 de Sergio Mendoza

en el Instituto de Astronomı́a†. ¡Buena Suerte!

†
El examen es individual. Aquellos que 
opien tendr�an una 
ali�
a
i�on de CERO en TODO el 
urso y

les 
ali�
ar�e 
on NA en el mismo
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(1) Considera un espa
io-tiempo de S
hwarzs
hild, generado por una masa puntual M.

(I) Muestra que la e
ua
i�on de movimiento para una part��
ula libre de masa m

puede es
ribirse 
omo:

(

dr

dτ

)2

=
E2 − c

4

c
2

+
2GM

r
−

h2
S

r2

(

1−
2 r

g

r

)

, (1)

en donde r
g

:= GM/c2 es el radio gravita
ional, as�� 
omo la energ��a interna

espe
���
a E y el momento angular espe
���
o h
S

est�an dados respe
tivamente

por:

E = u0 = c
2

(

1−
2 r

g

r

)

dt

dτ
, h

S

= −uϕ = r2
dϕ

dτ
. (2)

en donde se ha de�nido la 
uatro-velo
idad 
omo uµ := dxµ/dτ y por lo tanto

uµu
µ = c2.

Muestra adem�as que en t�erminos del tiempo t, la segunda rela
i�on en (2) y la

e
ua
i�on (1) son respe
tivamente:

dϕ

dt
=

c
2

E

(

1−
2 r

g

r

)

h
S

r2
, (3)

dr

dt
=

c
2

E

(

1−
2 r

g

r

)

√

2E
S

+
2GM

r
−

h2
S

r2

(

1−
2 rg

r

)

, (4)

en donde la energ��a:

E
S

:=
E2 − c

4

2 c2
. (5)

Demuestra que �esta de�ni
i�on de energ��a es perfe
ta para ser una energ��a bien

de�nida en una des
rip
i�on relativista debido a que en el l��mite no-relativista se

obtiene:

E
S

−−−→
c→∞

E
N

:=
1

2

(

_r2 + r2 _ϕ2
)

−
GM

r
. (6)
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(II) Considera el l��mite de bajas energ��as en donde E ≃ c
2
o equivalentemente E

S

≃ 0,

y muestra que:

E
S

−−−→
c→∞

EG :=
1

2

[

r2 _r2

(r − 2 r
g

)2
+

r3 _ϕ2

r − 2 r
g

]

−
GM

r
. (7)

De aqu�� prueba que:

EG = T +ΦG − _r
∂ΦG

∂_r
− _ϕ

∂ΦG

∂ _ϕ
, (8)

donde T :=
(

_r2 + r2 _ϕ2
)

/2 es la energ��a 
in�eti
a por unidad de masa y ΦG es un

poten
ial generalizado Newtoniano dado por

ΦG(r, _r, _ϕ) = −
GM

r
−

(

2 r
g

r− 2 r
g

)[(

r− r
g

r− 2 r
g

)

_r2 +
r2 _ϕ2

2

]

. (9)

De�namos ahora el Lagrangiano:

L := T −ΦG =
1

2

[

r2 _r2

(r − 2 r
g

)2
+

r3 _ϕ2

r − 2 r
g

]

+
GM

r
. (10)

(III) Cal
ula las 
antidades 
onservadas del Lagrangiano L y muestra que el momento

angular est�a dado por:

hG = r3 _ϕ/ (r − 2r
g

) (11)

>En que sentido son 
oherentes estas 
antidades 
on las expe
tativas Newtonia-

nas? Muestra adem�as que:

dr

dt
=

(

1−
2 r

g

r

)

√

2EG +
2GM

r
−

h2
G

r2

(

1−
2 r

g

r

)

, (12)

y 
omenta sobre similitudes, diferen
ias y 
oheren
ia 
on la e
ua
i�on (4).

Las e
ua
iones (11) y (12) representan buenas aproxima
iones (
on un error . 5%) a

la solu
i�on exa
ta para el movimiento de una part��
ula masiva en un espa
io-tiempo

de S
hwarzs
hild.
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(IV) Cal
ula el valor de las 
antidades (�r, �θ, �ϕ) de una part��
ula de prueba 
on el

Lagrangiano (10) y el que se obtiene 
on la a

i�on S
test

= −mc
∫b
a
ds 
on la

m�etri
a de S
hwarzs
hild y expli
a sus similitudes y diferen
ias.

(V) Considera ahora movimiento de una part��
ula de prueba en �orbita 
ir
ular en

donde r = 
onst. Muestra que el momento angular y la energ��a espe
���
os est�an

dados respe
tivamente por:

hc
G =

√
GMr

√

r− 3 r
g

, Ec
G = −

GM

2r

(

r − 4 r
g

r − 3 r
g

)

, (13)

Cal
ula 
on esto la m��nima �orbita estable, la �orbita marginalmente amarrada

(para la 
ual Ec
G = 0), la orbita marginalmente estable (en la 
ual se satisfa
e

que hc
G y Ec

G son m��nimos ). Compara y dis
ute sobre estos resultados y sus


ontrapartes obtenidos de manera exa
ta en relatividad general. Muestra que la

fre
uen
ia orbital angular de la �orbita ΩG est�a dada por:

ΩG =

√

GM

r− 3 r
g

(

r − 2 r
g

r2

)

. (14)

Cal
ula el valor de esta fre
uen
ia de manera exa
ta para la m�etri
a de S
h-

warzs
hild y 
ompara el resultado 
on la �ultima e
ua
i�on. En qu�e por
entaje

di�eren?

(VI) Finalmente 
onsidera ahora rayos de luz que se mueven en el espa
io-tiempo de

S
hwarzs
hild. Sus traye
torias est�an generadas por geod�esi
as nulas (ver se

i�on

\De
exi�on de la luz por objetos gravita
ionales" en libro de Astrof��si
a relativis-

ta de S. Mendoza). >Podras 
al
ular una e
ua
i�on de movimiento simpli�
ada


omo hemos he
ho para part��
ulas materiales? >Qu�e diferen
ias y similitudes

en
ontrar��as 
on estos 
�al
ulos aproximados y las f�ormulas exa
tas? Extiende

tus respuestas en este punto tanto 
omo puedas.

(2) Considera un universo 
omo en el que vivimos a
tualmente y por lo tanto el prin
ipio


osmol�ogi
o es v�alido. En este ejer
i
io las unidades se es
ogen de tal manera que
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8πG = c = 1. Imagina que la a

i�on S del 
ampo gravita
ional est�a dada por

S = −m

∫

ds−

∫

f(R)
√
−gd4x+

∫

Λ
√
−gd4x, (15)

En donde Λ est�a rela
ionada 
on el tensor de energ��a{momento Tµν mediante la rela
i�on

1

2
Tµν =

∂
√
−gΛ

∂gµν
−

∂

∂xα
∂
√
−gΛ

∂ (∂gµν/∂xα)
, (16)

y la fun
i�on f(R) es una fun
i�on arbitraria del es
alar de Ri

i R. Las e
ua
iones de


ampo que se obtienen dire
tamente de la varia
i�on δS en la rela
i�on (16) est�an dadas

por la e
ua
i�on (12) del examen de 
lase. <NO intentes demostrarlas para el examen!

pero diviertete en va
a
iones ha
i�endolo).

(I) Muestra que la e
ua
i�on (12) del examen de 
lase en estas unidades y sin la

introdu

i�on de LM impli
an que las e
ua
iones de 
ampo pueden es
ribirse


omo:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = T 
urvµν + Tmat

µν /f ′(R), (17)

en donde el tensor Tmat

αβ es el tensor de energ��a{momento est�andard aso
iado

a la materia y el tensor (de energ��a{momento) T 
urvαβ aso
iado a 
urvatura est�a

de�nido por

T 
urvαβ :=
1

f ′(R)

{
1

2
gαβ

[

f(R) − Rf ′(R)
]

+ f ′(R);µν (gαµgβν − gαβgµν)

}

, (18)

Veri�
a que la e
ua
i�on (17) 
onverge a las e
ua
iones de Einstein 
uando f(R) =

R.

Utilizando la m�etri
a de Friedman-Lemaitre-Robertson{Walker (FLRW) en las e
ua-


iones de 
ampo se obtienen las e
ua
iones de Friedmann extendidas para f(R):

_ρ
tot

+ 3H(ρ
tot

+ p
tot

) = 0, (19)

H2 +
k

a2
=

1

3

[

ρ

urv

+
ρm

f ′(R)

]

, (20)

2
�a

a
+H2 +

k

a2
= −(p


urv

+ pm) , (21)
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en donde a(t) representa el fa
tor de es
ala, H(t) la 
onstante de Hubble,

_[] := d/dt,

ρ
tot

:= ρ
mat

/f ′(R) + ρ

urv

y p
tot

:= p
mat

/f ′(R) + p

urv


on

ρ

urv

=
1

f ′(R)

{
1

2

[

f(R) − Rf ′(R)
]

− 3H _Rf ′′(R)

}

, (22)

p

urv

= w

urv

ρ

urv

, (23)

w

urv

= −1+

�Rf ′′(R) + _R
[

_Rf ′′′(R) −Hf ′′(R)
]

[f(R) − Rf ′(R)] /2− 3H _Rf ′′(R)
. (24)

Nota que de esta manera se puede pensar al universo 
omo un 
uido aso
iado a ma-

teria bari�oni
a y otro aso
iado a efe
tos de 
urvatura. Es natural suponer que ambos


uidos no intera

ionan entre si. El insertar la m�etri
a de Robertson{Walker en la e
ua-


i�on (17) impone tambi�en una 
ondi
i�on sobre el es
alar de 
urvatura R en fun
i�on del

fa
tor de es
ala dada por

R = −6

(

_H+ 2H2 +
k

a2

)

. (25)

(ii) Muestra que en la �epo
a presente, 
omo la 
urvatura κ = 0 y el universo es de

polvo, i.e. p
mat

= 0, enton
es

_ρ

urv

+ 3H(1+w

urv

)ρ

urv

= −
1

f ′(R)
( _ρm + 3Hρm) − ρm

df ′(R)

dt
. (26)

De aqu�� y utilizando la 
onserva
i�on de masa muestra que

_ρ

urv

+ 3H(1 +w

urv

)ρ

urv

= 3H2
0ΩM(1+ z)3 ×

_Rf ′′(R)

[f ′(R)]2
. (27)

en donde ΩM es el par�ametro de densidad de masa (
f. examen de 
lase).

(iii) Utilizando las e
ua
iones (20) y (21) muestra que

_H +
1

2

[

ρm

f ′(R)
+ (1+w


urv

)ρ

urv

]

= 0,
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para as�� obtener

_H = −
1

2f ′(R)

{
3H2

0ΩM(1+ z)3 + �Rf ′′(R) + _R
[

_Rf ′′′(R) −Hf ′′(R)
]}

. (28)

(iv) Muestra que d/dt = −(1+ z)Hd/dz para as�� 
on
luir que la e
ua
i�on (28) toma

la forma

H3(z)
d3f

dz3
+H2(z)

d2f

dz2
+H1(z)

df

dz
= −3H2

0ΩM(1+ z)3 (29)


on:

H1 = _R2

(

dR

dz

)−4
[

3

(

dR

dz

)−1 (
d2R

dz2

)2

−
d3R

dz3

]

−
(

�R − _RH
)

(

dR

dz

)−3
d2R

dz2
−

−2(1+ z)H
dH

dz

(

dR

dz

)−1

,

(30)

H2 =
(

�R− _RH
)

(

dR

dz

)−2

− 3 _R2

(

dR

dz

)−4
d2R

dz2
, (31)

H3 = _R2

(

dR

dz

)−3

. (32)

(v) Muestra 
on ayuda de la e
ua
i�on (25) que

dR

dz
= −6

{

−(1+ z)

(

dH

dz

)2

+H

[

3
dH

dz
− (1+ z)

d2H

dz2

]

}

, (33)

�R − _RH = 6(1+ z)H2

{

3(1+ z)2
dH

dz

d2H

dz2
+H

[

(1+ z)2
d3H

dz3
− 6

dH

dz

]}

. (34)

Para 
ono
er el valor de la fun
i�on f(R) 
osmol�ogi
a que fun
iona 
omo energ��a os
ura,

basta 
on sustituir las e
ua
iones (33)-(34) en la e
ua
i�on (29) para as�� obtener una

e
ua
i�on diferen
ial para f(R(z)) en fun
i�on de la forma observa
ional que tenga la


onstante de Hubble H(z).

(VI) Muestra que si f(R) = Rn
-ley de poten
ias, y que 
uando n = 3/2 
omo lo

demostraste en la segunda pregunta del examen en 
lase, enton
es para la �epo
a

a
tual, dominada por polvo y 
on 
urvatura negativa se obtiene una expansi�on
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a
elerada en el universo a
tual. De he
ho, el diagrama de Hubble puede expli
arse


on las observa
iones a
tuales de manera muy pre
isa 
uando n = 3/2.

(3) Consideremos el 
ujo de gas (a
re
i�on) que 
ae ha
ia una masa 
entral m. La m�etri
a

del espa
io tiempo produ
ida por esta masa 
entral es la m�etri
a de S
hwarzs
hild que

en este 
aso toma la forma

ds2 = gµνdx
µ
dxν = (1− 2m/r) dt− (1− 2m/r)−1

dr2 − r2dΩ2. (35)

Cuando las e
ua
iones de la hidrodin�ami
a se tienen que es
ribir en la presen
ia de

un 
ampo gravita
ional signi�
ante hay que reemplazar algunas derivadas ordinarias

en las e
ua
iones de movimiento por derivadas 
ovariantes. La e
ua
i�on de 
ontinui-

dad, la e
ua
i�on de Euler y la e
ua
i�on de 
onserva
i�on de la entrop��a se es
riben

respe
tivamente de la siguiente manera

nµ
;µ = 0 (36)

ωuµuν;µ =
∂p

∂xν
− uνu

µ ∂p

∂xµ
(37)

(σuα);α = 0. (38)

Las dos �ultimas rela
iones se obtienen de pedir que la divergen
ia generalizada del

tensor de energ��a{momento Tµν sea nula, es de
ir,

Tµ
ν;µ = 0. (39)

(a) Muestra que a partir de la e
ua
i�on (39) se obtienen las e
ua
iones (37) y (38).

Demuestra adi
ionalmente la e
ua
i�on de 
ontinuidad (36).

(b) Muestra que en el 
aso de un 
ujo de a
re
i�on esta
ionario (∂/∂t = 0), la e
ua-
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i�on (36) y la e
ua
i�on (39) impli
an que

(

u0
)2

=
1

1− 2m/r

(

1+
ϑ2

1− 2m/r

)

, (40)

d

dr

(

r2nϑ
)

= 0, (41)

d

dr

{

r2 (e+ p) ϑ

√

1− 2m/r + ϑ2
}

= 0. (42)

ϑ
dϑ

dr
= −

dp

dr

1− 2m/r + ϑ2

e+ p
−

m

r2
, (43)

en donde ϑ := u1 = dr/ds.

(44)

(
) Muestra 
on lo anterior que

1

n2
(e+ p)2

(

1− 2
m

r
+ ϑ2

)

= 
onst := E. (45)

n
de

dn
− e− p = 0. (46)

Compara la e
ua
i�on (46) 
on la la primera ley de la termodin�ami
a. >Qu�e dife-

ren
ias y similitudes observas?

(d) Muestra que la velo
idad ϑ satisfa
e la e
ua
i�on diferen
ial

dr

r

{

2Ω2 −
m

r (1− 2m/r+ ϑ2)

}

+
dϑ

ϑ

{

Ω2 −
ϑ2

1− 2m/r+ ϑ2

}

= 0, (47)

en donde

Ω2 :=
d ln (e+ p)

d lnn
− 1. (48)

Si alguno de los fa
tores dentro de las llaves de la e
ua
i�on (47) se anula, enton
es

las solu
iones son multivaluadas para r o ϑ. Para que el 
ujo en a
re
i�on al
an
e

el 
entro es ne
esario que la velo
idad se in
remente monotoni
amente ha
ia el


entro de la 
on�gura
i�on. Muestra enton
es que los puntos 
r��ti
os est�an dados

por
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ϑ2



= m/2r



, Ω2



=
ϑ2

1− 3ϑ2



. (49)

Finalmente muestra que el punto 
r��ti
o se en
uentra a un radio mayor al radio

de S
hwarzs
hild.

(e) Considera que el gas en a
re
i�on es un gas politr�opi
o 
uya e
ua
i�on de estado

es p ∝ nκ ∝ nT .

(i) Supongamos que κ = 4/3 y que la temperatura T∞ evaluada en in�nito

(en donde ϑ∞ = 0) es diferente de 
ero. Muestra enton
es que

T



≈ 2T∞, T
S

≈
√
6

4

(

m

r
S

)2/3

T 1/2
∞

, (50)

en donde T
S

y T



representan valores de la temperatura evaluados en el

radio de S
hwarzs
hild y en el punto 
r��ti
o respe
tivamente. Para mos-

trar la segunda rela
i�on de la e
ua
i�on (50) asume que la temperatura T
S

evaluada al radio de S
hwarzs
hild es tal que T
S

≪ 1.

(ii) Considera que κ = 5/3 y muestra que

T
S

≈ 0.3

(

m

r
S

)4/3

, u4



≈ 20

27
T∞. (51)

(f) Una manera alternativa de llegar a la e
ua
ion (47) es la siguiente. En relatividad

general se di
e que un 
ampo es est�ati
o si el 
uerpor que produ
e el 
ampo se

en
uentra �jo en el sistema de referen
ia en el 
ual el tensor m�etri
o gµν no

depende de la 
omponente temporal x0. De esta manera, 
omo ambas dire

iones

del tiempo son equivalntes enton
es puede es
ogerse un sistema de referen
ia en

el 
ual el intervalo ds no varie 
uando se 
ambie el signo de x0 y por lo tanto

g0α = 0 para di
ho 
ampo. Muestra que 
uando la tres velo
idad del 
uido es


ero enton
es la 
uatro{velo
idad uα := dxα/ds satisfa
e:

uα = 0, u0 = 1/
√
g00. (52)

De�ne la velo
idad v

k = dxk/dτ y muestra que v

k = dxk/
√
g00dx

0
. Con esto
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muestra que la 
uatro velo
idad uµ
es tal que

u0 = γ/
√
g00, y uk = γvk, (53)


on γ−2 := 1−v

2
. Con esto muestra que si el 
ujo es adem�as adiab�ati
o enton
es

la 
omponente temporal de la e
ua
i�on de Euler (e
ua
i�on (2) del examen en


lase) puede simpli�
arse enormemente para dar:

γv �∇
(w

n
γ
√
g00

)

= 0, (54)

y por lo tanto la e
ua
i�on de Bernoulli en relatividad general toma la forma

w

n
γ
√
g00 = 
onst. (55)

sobre una l��nea de 
orriente.

(g) Muestra que en el l��mite de 
ampo d�ebil la e
ua
i�on (55) 
onverge a la e
ua
i�on

de Bernoulli en relatividad espe
ial.

(h) Considera ahora un 
ujo sim�etri
amente esf�eri
o que es a
retado ha
ia un agujero

negro de S
hwarzs
hild. Muestra utilizando la e
ua
i�on de 
ontinuidad que

nur2 = 
onst., (56)

en donde u es la 
omponente radial de la 
uatro velo
idad uµ
. Tambi�en muestra

que

u0 =

(

1−
2M

r
+ u2

)1/2

. (57)

Con esto y utilizando la e
ua
i�on de Bernoulli (55) muestra que

(

p+ e

n

)2(

1−
2M

r
+ u2

)

= 
onst. (58)

Las e
ua
iones (56) y (58) representan las integrales de movimiento para un 
ujo

de a
re
i�on 
on simetr��a esf�eri
a ha
ia un agujero negro de S
hwarzs
hild. Con

esto deriva dire
tamente la rela
i�on (47).


